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Abstract. Let T = (V, A) be a finite tournament with n > 2 vertices. The dual
of T is the tournament T* = (V, A*) defined by: for all z,y € V, (z,y) € A*
if and only if (y,z) € A. The tournament T is critical if T is indecomposable
and if for all z € V, the subtournament T(V — {z}) is decomposable. A 3-cycle
is a tournament isomorphic to the tournament T3 = ({0, 1,2}, {(0, 1), (1, 2),
(2, 0)}). Let F be a set of non negative integers k < n. The tournament T is
F-selfdual if for every subset X of V' such that | X |€ F, the subtournaments
T(X) and T*(X) are isomorphic.

In this paper, we study, for each integer k > 1, the {n — k}-selfduality of the
tournaments, with n > 4 + k vertices, that are lexicographical sums of tourna-
ments under a 3-cycle or a critical tournament. As application, we determine
for each integer k > 1, the tournaments, with n > 4 + k vertices, that are
{4,n — k}-selfdual.
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1 Préliminaires et présentation des résultats

1.1 Préliminaires

Un tournoi fini T est un couple (S, A), ot S est un ensemble fini, appelé
ensemble des sommets de T, et A est un ensemble de couples de sommets
distincts de T, appelé ensemble des arcs de T, vérifiant: pour tous z,y € S,
avec T # ¥, (z,y) € A si et seulement si (y,z) ¢ A. L'ordre de T est le cardinal
de S. Par commodité, pour tous z # y € S, * — y signifie (z,y) € A. Pour
tout € Set pourtout Y € S, z — Y (resp. Y — z) signifie z — y (resp.
y—x)pourtout y €Y.

Dans cet article, un tournoi désigne un tournoi fini et le cardinal d’un en-
semble fini E sera noté par | E|.

Etant donnés deux tournois T = (S, A) et T = (§, A’), une bijection f de
S sur S’ est un isomorphisme de T sur T si pour tous z,y € S, (z,y) € Asiet
seulement si (f(z), f(y)) € A'. Lorsqu'un tel isomorphisme existe, on dit que
T et T' sont isomorphes et on note T ~ T". Un automorphisme de T est un
isomorphisme de T sur lui méme.

Un tournoi T = (S, A) est un ordre total lorsque pour tous z,y,2 € S,
si (z,y),(y,2) € A, alors (z,z) € A. Dans ce cas, si S = {ay,...,a,} (ol
n > 2) et si pour tout i € {1,...,n — 1}, (ai,e:4+1) € A, alors on note T =
(a1 < ... < @,). Par exemple, l'ordre total usuel sur {1,...,n} (od n > 2)
est O, = (1 < ... < n). Un presgue-ordre total est un tournoi isomorphe au
tournoi obtenu & partir d’un certain Oy, (ot n > 3) en remplagant I'arc (1,n)
par l'arc (n,1). Un presque-ordre total & 3 sommets est un 3-cycle. On note T3,
le 3-cycle sur {0,1,2} telque 0 +1 —2— 0.

Etant donné un tournoi T = (S, A), & chaque partie X de S est associé le
sous-tournoi T(X) de T induit par X défini par T(X) = (X,AN (X x X)).
Par commodité, si X C S (resp. z € S), alors le sous-tournoi T'(S ~ X)) (resp.
T(S — {x})) est noté T — X (resp. T —z). Pour tout z € S, on dit que T' — x
est lp tournoi obtenu par la suppression du sommet = de 7.

Etant donné un tournoi T = (S, A), une partie X de S est un intervalle (7]
(ou un clan [6] ou un ensemble homogéne [9]) de T si pour tout z € S ~ X,
z — X ou bien X — z. Par exemple, 0, {z} ot z € S, et S sont des intervalles
de T, appelés les intervalles triviauxr de T. Un tournoi est indécomposable (7]
(ou primitif [6]) si tous ses intervalles sont triviaux et il est décomposable dans
le cas contraire. Un tournoi indécomposable T est critigue [17], si pour tout
sommet z de T, le tournoi T' — z est décomposable.

Afin de rappeler la caractérisation suivante des tournois critiques, due & J.
H. Schmerl et W. T. Trotter [17], nous définissons, pour tout entier h > 2, les
tournois Ty, Uy, et V;, sur {0,...,2h} comme suit.

o T1({0,...,h}) =(0<...<h), Ta({h+1,...,2R}) = (h+1 < ... < 2h)
et pout tout i € {0,...,h—1}, {i+1,...,h} =i+ h+1—{0,...,i}.
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o Un({0,...,h}) =(0<...<h), Us({h+1,...,2h}) = (2h < ... < h +1)
et pout tout i € {0,...,h—1}, i +1,...,h} =i+ h+1—{0,...,i}.

o Vi({0,...,20—1}) = (0 < ... < 2h —1) et {1,3,...,2h — 1} — 2h —
{0,2,...,2h - 2}.

Proposition 1 (J. H. Schmerl et W. T. Trotter [17]) A l'isomorphisme prés,
les seuls tournois critiques & au moins 5 sommets sont les tournois Ty, Uy, et
Vi ot h > 2.

Etant donné un tournoi H = ({1,...,n}, A) (ot n > 1), associons & chaque
sommet { de H, un tournoi R; = (S}, A;) de telle sorte que les ensembles S; soient
mutuellement disjoints. La somme lezicographique des tournois R; suivant H est
le tournoi noté H(R,, ..., R,) et défini sur la réunion des S; comme suit: étant
donnésu € S; et v € Sj, 0u 4, j € {1,...,n}, (u,v) est un arcde H(R;,..., R,)
lorsque ou bien 7 = j et (u,v) € A; ou bien i # j et (i,j) € A. Nous dirons
aussi que le tournoi H(R,, ..., R,) est obtenu a partir du tournoi H en dilatant
chaque sommet ¢ de H, par le tournoi R;. Dans le cas particulier ol tous les
tournois R; sont isomorphes & un méme tournoi 7, le tournoi H(R,, ..., R,) est
dit le produit lezicographique de H par . Par exemple, tout tournoi obtenu &
partir du tournoi T; en dilatant ’'un de ses sommets par un ordre total est un
presque-ordre total.

Un tournoi T & au moins 2 sommets est {~1}-monomorphe, s'il existe un
tournoi R tel que pour tout sommet = de T, T —z ~ R. Par exemple, pour tout
entier h > 1, on vérifie que le tournoi T}, le produit lexicographique du tournoi
Ty par un ordre total & au moins 2 sommets et le produit lexicographique du
tournoi T}, par un tournoi {—1}-monomorphe a au moins 3 sommets, sont des
tournois {—1}-monomorphes.

Un tournoi T = (S, A) est fortement conneze si pour tous £ # y € §, ils
existent zg,...,Tn, € S (ol n > 1) tels que ¢ = z, T, = y et pour tout
i€ {0,...,n—-1}, Ti = Tigl.

Rappelons la décompeosition de T. Gallai [9] pour les tournois.

Proposition 2 (T. Gallai [9]) Soit T un tournoi ¢ au moins 3 sommets.

(1) Le tournoi T est fortement connexe si et seulement si T' est une somme
lexicographique de tournois suivant un tournoi indécomposable H & au moins
3 sommets. (Le tournoi H est unique 4 l'isomorphisme prés, il est appelé le
squelette de T).

(2) Le tournoi T est non fortement conneze si et seulement si T est une
somme lezicographique de tournois suivant un ordre total & au moins 2 sommets.

A tout tournoi T = (S, A) est associé son tournoi dual T* = (S, A*) défini
par: pour tous z # y € S, (z,y) € A* si et seulement si (y,z) € A. Le tournoi
T est autodual s'il est isomorphe & son dual.
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A 'isomorphisme pres, ils existent deux tournois autoduaux & 4 sommets:
'ordre total et le presque-ordre total, et ils existent deux tournois non auto-
duaux & 4 sommets qui sont obtenus & partir d’un ordre total & 2 sommets,
en dilatant I'un de ses sommets par un 3-cycle; ces deux tournois sont dits
diamants.

Soient T = (S, A) un tournoi & au moins 2 sommets et F une famille d’entiers
non nuls tels que pour tout k € F, | k|<|S|. Le tournoi T est F-autodual si
pour tout k € F, si k > 0 (resp. k < 0), alors pour toute partie X de S telle
que | X |= k (resp. | X |= —k), le sous-tournoi T(X) (resp. T — X) est autodual.
Un tournoi T d’ordre n > 2 est fortement autodual, si T est autodual et est
{1,...,n — 1}-autodual. Par exemple, tout ordre total et tout presque-ordre
total, est un tournoi fortement autodual.

Rappelons maintenant, le résultat suivant qui découle d’un résultat di a G.
Lopez [12] sur le probiéme de reconstruction au sens de R. Fraissé [8].

Proposition 3 Etant donné un tournoi T & au moins 7 sommets, si T est
{1,...,6}-autodual, alors T est fortement autodual.

Rappelons ensuite le résultat suivant qui découle d’un résultat fondamental
de coloration en combinatoire, dit & M. Pouzet [15].

Proposition 4 Soit T un tournoi d’ordre n > 3. Si T est {g}-autodual ou
1 < g £ n -1, alors pour tout entier p tel que 1 < p < min(g,n —q), T est
{p}-autodual.

Des propositions 3 et 4, on déduit que pour tout entier k£ > 6 et pour tout
tournoi T & au moins 6 + k sommets, T est {—k}-autodual si et seulement si T
est fortement autodual.

1.2 Présentation des résultats

En 1976, K. B. Reid et C. Thomassen [16] ont caractérisé les tournois fortement
autoduaux. Ceci a suggéré 1'étude des tournois dont certains sous-tournois sont
autoduaux. Par exemple, en 1995, Y. Boudabbous et A. Boussairi [2], ont étudié
la {—3}-autodualité d’une certaine classe de tournois et en 2000, Y. Boudab-
bous, J. Dammak et P. Ille [3], ont caractérisé les tournois indécomposables dont
tous les sous-tournois indécomposables sont ‘autoduaux. Par ailleurs, il est clair
que tout tournoi est {2, 3}-autodual et que les tournois {4}-autoduaux, sont ex-
actement les tournois sans diamants. Ces derniers tournois ont été caractérisés
par C. Gnanvo et P. Ille [10] et par G. Lopez et C. Rauzy (13].

Proposition 5 (G. Gnanvo, P. Ille et G. Lopez, C. Rauzy [10, 13]) Etant donné
un tournoi T d au moins 5 sommets, T est sans diamants si et seulement si T
est soit un ordre total, soit une somme lexicographique d’ordres totauz suivant
un certain T, ot h > 1.
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En 1995, Y. Boudabbous et A. Boussairi (2] ont prouvé qu’un tournoi non
fortement connexe T & au moins 5 sommets est {—1}-autodual si et seule-
ment si T est un ordre total. Dans ce papier, nous commengons par établir
la généralisation suivante de ce résultat.

Proposition 6 Etant donnés un entier k > 1 et un tournoi non Jortement
conneze T & au moins 4 + k sommets, T est {—k}-autodual si et seulement si
T est un ordre total.

Ensuite, nous étudions pour tout entier & > 1, la {—k}-autodualité des
tournois fortement connexes T dont le squelette est soit un 3-cycle, soit un
tournoi critique.

Dans un premier temps, nous traitons le cas ol le squelette de T" est un
certain U, ou'V, ot h > 2. Dans ce cas, comme T a au moins 5 sommets,
alors il est clair que pour tout entier £k > 2, si T a au plus 3 + &k sommets,
alors T est {—k}-autodual. Ainsi, nous étudions pour tout entier ¥ > 1, la
{—k}-autodualité de T en supposant que T a au moins 4 + k sommets. Nous
obtenons.

Théoréme 1 Etant donnés un entier k > 1 et un entier h > 2, il n'existe aucun
tournoi fortement conneze & au moins 4+ k sommets, qui est {—k}-autodual et
dont le squelette est l'un des deux tournois Uy, et V.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons au cas ou le squelette de
T est un certain T, ou h > 1. Dans ce cas, il est clair que si T a au plus 5
sommets, alors il est autodual. Il s’ensuit que pour tout entier £ > 1, si T a au
plus 5 + k sommets, alors T est {—k}-autodual. Ainsi, nous étudions pour tout
entier k > 1, la {~k}-autodualité de T en supposant que 7" a au moins 6 + &
sommets.

Pour la {—1}-autodualité, nous établissons le théoréme suivant.

Théoréme 2 Soit T un tournoi fortement conneze & au moins 7 sommets, dont
le squelette est un certain Ty, ot h > 1. Le tournoi T est {—1}-autodual si et
seulement si l'une des huit situations suivantes est vérifide.

(a) k=1 et le tournoi T est un presque-ordre total.
(b) h >3 et le tournoi T est isomorphe au tournoi T},.

(¢) h 22 et le tournoi T est le produit lexicographique du tournoi T}, par un
ordre total & 2 sommets.

(d) h 21 et le tournoi T est le produit lezicographique du tournoi Ty, par un
tournoi T & au moins 3 sommets tel que T est autodual et {-1}-autodual.

(e) h > 2 et le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un
tournot qui est le produit lexicographique du tournoi T, par un ordre total
4 2 sommets.
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(f) h = 1 et le tournoi T est oblenu par la suppression d’un sommet d’un
tournoi qui est le produit lexicographique du tournoi T), par un tournoi v
@ au moins 3 sommets tel que T est autodual, {-1, -2}-autodual et {—1}-
monomorphe.

(9) h >3 et le tournoi T est isomorphe au tournot obtenu & partir du tournos
Th en dilatant un de ses sommets par un ordre total & 2 sommets.

(h) h = 2 et le tournoi T est isomorphe au tournoi ¢ 8 sommets, obtenu 4
partir du tournoi Ty, en dilatant chacun des sommets 0, 2 et 3 par un
ordre total & 2 sommets.

Pour la {-2}-autodualité, en nous basant sur le théoréme 2, nous obtenons
le résultat suivant.

Propaosition 7 Soit T un tournoi fortement connexe d¢ au moins 8 sommets,
dont le squelette est un certain Ty, ot h > 1. Le tournoi T est {—2}-autodual si
et seulement st l'une des quatre situations suivantes est vérifiée.

(a) h=1 et le tournoi T est un presque-ordre total.
(b) h =4 et le tournoi T est isomorphe au tournoi T.

() h > 2 et le tournoi T est le produit lezicographique du tournoi T}, par un
ordre total & 2 sommets.

(d) h > 1 et le tournoi T est le produit lezicographique du tournoi Ty par un
tournoi T & au moins 3 sommets tel que T est autodual, {-1, -2}-autodual
et {—1}-monomorphe.

Pour la {—3}-autodualité, en utilisant le théoréme 2 et la proposition 7, nous
obtenons le résultat suivant.

Proposition 8 Etant donné un tournoi fortement conneze T 4 au moins 9
sommets, dont le squelette est un certain Ty ot h > 1, le tournoi T est {-3}-
autodual si et seulement si T est un presque-ordre total.

Du théoréme 2 et des propositions 5, 7 et 8, découlent les corollaires 1, 2
et 3 suivants, qui déterminent pour tout £ € {1,2,3}, les tournois {4, —k}-
autoduaux, & au moins 6 + k£ sommets.

Corollaire 1 Etant donné un tournoi T ¢ au moins 7 sommets, T est {4, —1}-
autodual si et seulement si l'une des neuf situations suivantes est vérifiée.

(a) Le tournoi T est un ordre total.

(b) Le tournoi T est un presque-ordre total.
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(c) Le tournoi T est isomorphe a un certain Ty, ou h > 3.

(d) Le tournoi T est le produit lezicographique d’un certain T, ot h > 2, par
un ordre total & 2 sommets.

(€) Le tournoi T est le produit lezicographique d’un certain Ty ot h > 1, par
un ordre total & au moins 3 sommets.

(f) Le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un tournoi qui
est le produit lexicographique d’un certain Ty ot h > 2, par un ordre total
a 2 sommets.

(9) Le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un tournoi qui
est le produit lezicographique d’un certain Ty, ot h > 1, par un ordre total
& au moins 3 sommets.

(h) Le tournoi T est isomorphe au tournoi obtenu & partir d’un certain T), ot
h > 3, en dilatant un de ses sommets par un ordre total 4 2 sommets.

() Le tournoi T est isomorphe au tournoi ¢ 8 sommets, obtenu & partir du
tournoi Ty, en dilatant chacun des sommets 0, 2 et 3 par un ordre total &
2 sommels.

Corollaire 2 Etant donné un tournoi T & au moins 8 sommets, T est {4,~2}-
autodual si et seulement si 'une des cing situations suivantes est vérifide.

(a) Le tournoi T est un ordre total.
(b) Le tournoi T est un presque-ordre total.
(¢c) Le tournoi T est isomorphe & un certain T, ot h > 4.

(d) Le tournoi T est le produit lezicographique d’un certain Ty, ot h > 2, par
un ordre total & 2 sommets.

(e) Le tournoi T est le produit lezicographique d’un certain T, ot h > 1, par
un ordre total & au moins 3 sommets.

Corollaire 3 Etant donné un tournoi T & au moins 9 sommets, le tournoi T
est {4, ~3}-autodual si et seulement si T est soit un ordre total, soit un presque-
ordre total.

A aide des corollaires 2 et 3, on retrouve directement la caractérisation
suivante des tournois fortement autoduaux due & K. B. Reid et C. Thomassen
[16]).

Corollaire 4 (K. B. Reid et C. Thomassen [16]) Un tournoi T & au moins 8
sommets est fortement autodual si et seulement si T est soit un ordre total, soit
un presque-ordre total,
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Des résultats précédents découle le corollaire 5 suivant, qui répond en par-
ticulier dans le cas des tournois, a la question posée par A. Boussairi [4] qui
concerne la caractérisation des graphes orientés {—4}-autoduouz.

Corollaire 5 Etani donnés un entier k > 4 et un tournoi T & au moins 6 + k
sommets, les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Le tournoi T est {—k}-autodual.
(b) Le tournoi T est {—4}-autodual.

(c) Le tournoi T est soit un ordre total, soit un presque-ordre total.

Notons enfin que pour & € {1,2,3}, la caractérisation des tournois {—k}-
autoduaux, reste encore un probléme ouvert. En particulier, pour k = 3, A.
Boussairi [5] a donné la conjecture suivante.

Conjecture 1 (A. Boussairi [5]) Tout tournoi {—3}-autodual d’ordre suffisam-
ment grand est fortement autodual.

En revanche, Y. Boudabbous et A. Boussairi [2] ont obtenu en 1995, la
réponse partielle suivante & la conjecture 1.

Proposition 9 (Y. Boudabbous et A. Boussairi [2]) Soient un entier n > 12
et C la classe des tournois & n sommets dont tous les sous-tournois a (n — 3)
sommets sont décomposables. Pour tout T € C, T est {—3}-autodual si et
seulement si T est fortement autodual.

2 Preuve de la propsition 6
Pour la preuve, nous donnons d’abord la remarque suivante.

Remarque 1 Soit T un tournot non fortement conneze qui n'est pas un ordre
total. De la proposition 2, découle que T = Og(Ry,...,Rg) 0iq>2, Ry,..., R,
sont des tournois tels que pour tout i € {1,...,q — 1}, R; et Riy1 ne sont pas
simultanément des ordres totaux et pour tout i € {1,...,q}, le tournoi R; est
soit un ordre total, soit fortement connexe. On vérifie alors que T est autodual
si et seulement si pour touti € {1,...,q}, Ri =~ (Rgt1-4)*-

La preuve de la proposition 6 utilise en outre les deux lemmes suivants, dont
le premier découle d’un résultat dii & F. Harary et E. Palmer [11] sur le probléme
de reconstruction au sens d’Ulam [18].

Lemme 1 Tout tournoi non fortement conneze et {—1}-autodual, ¢ au moins
5 sommets, est autodual.



Lemme 2 (J. W. Moon [14]) Tout tournoi T fortement conneze ¢ au moins 4
sommets admel au moins un sommet x tel que T — x est un tournoi fortement
conneze.

Preuve de la proposition 6. La condition suffisante étant évidente, on
va montrer la condition nécessaire en distinguant suivant la valeur de ’entier k,
les 4 cas suivants. '

e Cas 1. Si k = 1. (On donne ici une autre preuve que celle donnée dans [2]).
Soit T un tournoi non fortement connexe {—1}-autodual & au moins 5 sommets.
Raisonnons par ’absurde et supposons que T' n’est pas un ordre total. D’aprés
la remarque 1, T = Oy(Ry,...,R,) ot ¢ > 2, Ry,..., Ry sont des tournois tels
que pour tout ¢ € {1,...,q — 1}, R; et R;1; ne sont pas simultanément des
ordres totaux et pour tout ¢ € {1,...,q}, le tournoi R; est soit un ordre total,
soit fortement connexe. D’aprés le lemme 1, le tournoi T est autodual. De la
remarque 1, découle alors que pour tout i € {1,...,q}, R; = (Rg41-4)* €t en
particulier, R; ~ (R,)*. Distinguons les 4 sous-cas suivants.

o Si R; est un tournoi fortement connexe & au moins 4 sommets. D’aprés
le lemme 2, il existe un sommet z de R; tel que R; — z est fortement connexe.
Ainsi, T — z = Oy(Ry — z,Ra,...,R,y). D’aprés la remarque 1, Pautodualité
de T — z entraine alors que (R; — z) =~ (R,)*; ce qui contredit le fait que

Ry = (Ry)*.
o Si Ry est un 3-cycle. Soit z un sommet de R;. En distinguant les deux
cas suivant la forte-connexité de Rz, on peut voir que T — z = Op(Ry, ..., Rp)

ou p € {g— 1,9}, R} est un ordre total et R, = R,. D’aprés la remarque 1,
I'autodualité de T — z entraine que R} = (Ry)*; ce qui contredit le fait que R,
est un 3-cycle, puisque R; = (R,)*.

o Si R; est un ordre total 2 au moins 2 sommets. Dans ce cas, en considérant
un sommet T de R;, on voit que T'—z = Oy(R;—=, ..., Ry). D’aprés la remarque
1, Pautodualité de T’ — z entraine que (R; — z) = (R,)*; ce qui contredit le fait
que R; =~ (Ry)*.

¢ Si R; admet un seul sommet x. Dans ce cas, R, admet aussi un seul
sommet y et Ry est un tournoi fortement connexe a au moins 3 sommets. Ainsi,
T -z =043(Ry...,R,;). D’aprés la remarque 1, Fautodualité de T — z en-
traine que Rz = (R4)*; ce qui est absurde.

e Cas 2. Si k = 2. Soit T un tournoi non fortement connexe {—2}-autodual
a au moins 6 sommets. Si pour tout sommet z de T, le tournoi T' — z est non
fortement connexe, alors d’aprés le cas 1, pour tout sommet = de T, le tournoi
T -z est un ordre total, et par suite, T" est aussi un ordre total. Supposons donc
qu'il existe un sommet = de T tel que T — z est fortement connexe. D’aprés la
remarque 1, T = O(Ry, R;) ou R; et R sont des tournois dont 'un admet z
comme seul sommet et I’autre est fortement connexe & au moins 5 sommets. En
utilisant le lemme 2, on peut voir qu’il existe un sommet y de 7" tel que T — y
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est un tournoi non fortement connexe qui n’est pas un ordre total. D’aprés le
cas 1, T — y est donc non {-1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est
{—2}-autodual.

e Cas 3. Si k = 3. On fait un raisonnement analogue & celui du cas 2, en
utilisant ce dernier & la place du cas 1.

e Cas 4. Si k > 4. Soit T un tournoi non fortement connexe {—k}-autodual

3 au moins 4 + k sommets. D’aprés la proposition 4, T est {4}-autodual et par

suite, T est sans diamants. Comme toute somme lexicographique de tournois

suivant un certain Tj, (ot k > 1) est un tournoi fortement connexe, alors d’aprés
la proposition 5, le tournoi T est un ordre total.

(m}

3 Preuve du théoréme 1
Considérons d’abord la remarque générale suivante.

Remarque 2 Soient un entier n > 3 (resp. n' 2 3) et un tournoi T =
H(py,...,pn) (resp. T' = H'(},...,P,)), ot H (resp. H') est un tournoi sur
{1,...,n} (resp. {1,...,7'}) et pour touti € {1,...,n} (resp. i € {1,...,7}),
pi (resp. p)) est un tournoi sur un ensemble S; (resp. S;). Les assertions
suivantes sont vérifides.

(a) Sin=n'ets’il e:m'ste un isomorphisme @ de H sur H' tel que pour tout
ie{l,...,n}, p; ~ w(‘), alorsT ~T.

(b) SiT et T' sont isomorphes et si H ou H' est indécomposable, alorsn =n’
et tout isomorphisme f de T sur T, induit un isomorphisme | de H sur
H' tel que pour tout i € {1,...,n}, f(Si) = f( "

La preuve du théoréme 1, utilise en outre, les trois lemmes et la remarque
qui suivent.

Lemme 3 Pour tout entier h > 2, il existe un seul isomorphisme @y, de Uy, sur
(Un)*. De plus, pn est involutif et admet un seul point fize T, et T, est défini
[k si h est pair

pori oh = Bt1 i h est impair

Preuve. 1l est clair que le seul isomorphisme (pn)1 (resp. (pn)2) de l'ordre
total Un({0,...,h}) (resp. Un({h +1,...,2h}) sur son dual, est défini par
(n)1(t) = h —t pour tout ¢t € {0,...,h} (resp. (pn)2(t) = 3h+1 -1t pour tout
te {h+1,...,2h}). Soit ;4 la permutation de {0,...,2h} définie par

42



o h-t site{0,...,h}

onlt) = { Sh+1—t site{h+1,...,2h}

On vérifie que 5, est un isomorphisme de Uy, sur (U )* vérifiant les propriétés
de I'énoncé. Reste & montrer I'unicité d’un tel isomorphisme de Uy sur (Up)*.
Pour cela, considéroms la notation suivante.

Pour tout tournoi T = (S, A), on note par C(T’), I'ensemble des sommets
z de T vérifiant: il existe une partie X de S telle que T(X) est un 3-cycle
et T(X U {z}) est un diamant. Remarquons que d’aprés le lemme 11 de [3],
C(Un)={h+1,...,2h}.

Considérons maintenant un isomorphisme f de U, sur (Up)*. On a f(C(Uy))
=C((Un)*). Comme C(Up) = C((Up)*) = {h+1,...,2h}, alors f({h+1,...,2h})
= {h+1,...,2h} et il s’ensuit que f({0,...,h}) = {0,...,h}. Ainsi, f induit
un isomorphisme f; (resp. f2) de Up({0,...,h}) (resp. Up({h +1,...,2h})) sur
son dual. Il s’ensuit que f; = ()1 et f2 = (pn)2 et par suite, f = @y

(]

Lemme 4 Pour tout entier h > 2, il existe un seul isomorphisme 1y, de Vi, sur
(Va)*. De plus, 1y, est involutif et admet le sommet yp, = 2h comme seul point

fize.

Preuve. 1l est clair que la permutation ¥, de {0,...,2h} définie par: ¥(2h) =
2h et pour tout ¢t € {0,...,2h — 1}, ¥4(¢) = 2h — 1 — ¢, est un isomorphisme
involutif de V}, sur son dual, ayant le sommet 2k comme seul point fixe. Reste &
montrer 'unicité d’un tel isomorphisme de Vj, sur (V,)*. Pour cela, considérons
un isomorphisme f de V, sur (V4)*. Comme 2h est le seul élément de {0, .. .,2h}
par lequel passent tous les 3-cycles de V4, et de (V3)*, alors f(2h) = 2h. Ainsi,
f induit un isomorphisme de I'ordre total V;({0,...,2h — 1}) sur son dual. Il
en découle que f = .

a

De la remarque 2 et des lemmes 3 et 4, découle le lemme suivant.
Lemme 5 Soit un tournoi T = H(po,...,pan) ot h > 2, H = Uy (resp. H =
Vi) et pour tout i € {0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S; et soit

on (resp. ¥n) le seul isomorphisme de Uy, sur (Up)* (resp. Vi sur (Vi)*). Le
tournoi T est autodual si et seulement si pour touti € {0,...,2h}, p; ~ (Pon(a))*

( resp. pi = (py,())*)-

Remarque 3 (1) Pour le tournoi Uy, ( ot h > 2), les assertions suivantes sont
vérifices.

(a)WUg —{2,4} =T et pour h >3, Up — {h,2h} ~Up_;.
(6) Uz~ {0,3} =Ty et pourh >3, Up — {0,h +1} ~ Un_1.

(¢) Pour h > 2, Up — {h} = O2(Ri1,R2) ot Ry est le tournoi dont le seul
sommet est 2h et Ry est le tournoi fortement connexe Uy, — {h,2h}.
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(d) Pour h > 2, U, — {0} = Oz2(Ry, Rz2) ot Ry est le tournoi dont le seul
sommet est h+ 1 et Ry est le tournoi fortement conneze Uy, — {0,h +1}.

(2) Pour le tournoi Vi, ( ot h > 2), les assertions suivantes sont vérifices.
(@) V2 —{2,3}~T) et pourh >3, Vh — {2h — 2,2h - 1} ~ V} ;.
(6) Va-{0,1} =T et pour h >3, Vp — {0,1} = Vj_;.

(¢) Pour h > 2, Vi, — {0} = O2(Ry, Rz) ou Ry est le tournoi dont le seul
sommet est 1 et Ry est le tournoi fortement conneze Vi, — {0,1}.

(d) Pour h >2, V), — {2h ~ 1} = O2(Ry, R2) ot Ry est le tournoi dont le seul
sommet est 2h — 2 et Ry est le tournoi fortement conneze
Vi — {2h—2,2h - 1}.

Preuve du théoréme 1. Pour la preuve, soit un entier k£ > 1 et supposons
par 'absurde qu'il existe un tournoi {—k}-autodual & au moins 4 + k sommets
T = H(pq,-..,p2n), o0 h > 2, H € {Up, V} et pour tout i € {0,...,2h}, p; est
un tournoi sur un ensemble S;. Suivant les valeurs de I’entier k, on distingue
les quatre cas suivants.

e Cag 1. Sik=1. Notons d’abord que de la remarque 3 découle que pour
tout entier h > 2 et pour tout H € {Uy, V4 }, il existe un sommet ¢ de H tel que
H~1i=0,(Ry, Ry) ol R; est un tournoi & un seul sommet et R; est un tournoi
fortement connexe & au moins 3 sommets. D’aprés la remarque 1, H — % est un
tournoi non autodual et par suite, H est non {—1}-autodual. 11 s’ensuit que T
est décomposable. Notons aussi que pour tout i € {0,...,2h}, si | S;[|> 2, alors
pour tout z € S;, T — = = H(pg, . .., py,) ol pour tout ¢ € {0,...,2h},

, | m sit#1

Pe=Y pi—z sit=i

Soient py, le seul isomorphisme de H sur H* et z, le seul point fixe de pp
(voir les lemmes 3 et 4). La preuve se fait en 4 étapes.

Etape 1. Pour tout i € {0,...,2h} —{zs}, 8i | S;|> 2, alors |Soncy I=1Si| —1.
En effet: soit i € {0,...,2h} — {2} tel que | S;|> 2 et soit z € S;. D’aprés le
lemme 5 et le fait que py(Z) # i, I'autodualité de T — x entraine que p; — & ~
(Ppn(s))*- 1l s’ensuit que | S, i) |=|Si| —1.

Etape 2. Pour tout i € {0,...,2h} — {z}, |Si|< 2.
En effet: raisonnons par 'absurde et soit j € {0,...,2h} ~ {25} tel que |S;|> 3.
D’aprés I'étape 1, | S, (j) |=|S;j| —1. Comme |S;| —1 > 2 et pi(j) # 2z, alors
d’aprés Pétape 1, |S,, (on(i)) | = | Sonti)| =1 =IS;j| —2. Comme py, est involutif,
alors | S;|=|S;| —2; ce qui est absurde.



Eta.pe 3. Le tournoi T admet exactement un seul intervalle non trivial.
En effet: raisonnons par I'absurde et soient j; # ja € {0,...,2h} tels que
| Siy 12 2, | Sj, |2 2 et j1 # zp. D’aprés Détape 2, | S;, |= 2 et par suite,
d’aprés I'étape 1, | Sp,(;,) [= 1. Ainsi, pp(j1) # j2. Soit y € Sj;. Comme
jo & {J;,p;,(]l)}, alors I’autoduahté de T — y entraine que p;, = (p,,(j,))*
Ainsi, | Sj, |=|Sp,(,) |; ce qui est absurde.

Etape 4. Le tournoi T n’est pas {—1}-autodual.

En effet: on va montrer qu'il existe un sommet z de T tel que T—z = O2(R,, R;)
ol R; et R, sont deux tournois dont I'un a au plus 2 sommets et 'autre est un
tournoi fortement connexe & au moins 3 sommets (ce qui permet de conclure
grace & la remarque 1).

Pour cela, si H = Uy, (resp. H = V}.), alors on note: ap = h, aj = 2h,
Bn=0¢et B, =h+1(resp. o =0, a) =1, Brn =2h—1et B, =2h—2).
Remarquons que 2z, ¢ {an, 0}, 81,05} et distinguons les deux cas suivants.

¢ 8i S,, est un singleton {z}. Dans ce cas, d’aprés la remarque 3, H-ap=
03(£1,€2) ol1 £ est un tournoi dont le seul sommet est of, et & est un tournoi
fortement connexe & au moins 3 sommets. Il s’ensuit que T — z = O, (p.,,' Ry)
ol R, est un tournoi fortement connexe & au moins 3 sommets (R est une
somme lexicographique suivant §;). Comme aj, # zj, alors d’aprés I'étape 2,
Pa;, & au plus 2 sommets; ce qui permet de conclure.

¢ Si §,, n'est pas un singleton. Dans ce cas, d’aprés les étapes 2 et 3,
| Sa,, |= 2 et pour tout i € {0,...,2h} — {an}, |S;|= 1. D’aprés la remarque 3,
H - Bp = O2(£1,£2) ot &; est un tournoi dont le seul sommet est 3}, et & est un
tournoj fortement connexe & au moins 3 sommets. En posant Sp, = {z}, on en
déduit que T — z = O2(Ry,pg;) oli Ry est un tournoi fortement connexe & au
moins 3 sommets (R; est une somme lexicographique suivant £;). On conclut
en remarquant que | Sg; |= 1.

e Cas 2. Si k = 2. Dans ce cas, nous distinguons les deux sous-cas suivants.

o Si le tournoi T est indécomposable, alors d’aprés la remarque 3, il existe
un sommet z de T tel que T — z = Oz(R;,Ry) oll R est un tournoi & un
seul sommet et Rz est un tournoi fortement connexe & au moins 4 sommets.
Ainsi, T — z est un tournoi & au moins 5 sommets, non fortement connexe et
{—1}-autodual, qui n’est pas un ordre total; ce qui contredit la proposition 6.

© Si le tournoi T est décomposable, alors pour z € S; ol i € {0,...,2h} et
|S:|> 2, le tournoi T' — z contredit le cas 1.

e Cas 3. Si k = 3. On fait un raisonnement analogue & celui du cas 2, en
utilisant ce dernier & la place du cas 1.

o Cas 4. Si k > 4. Dans ce cas, d’aprés la proposition 4, le tournoi T est {4}-

autodual. D’ol, T est un tournoi sans diamants et par suite, le tournoi H est
sans diamants; ce qui contredit le fait que Ux({0, 1, h+1,2h}) et V3 ({0, 1,2k, 2})
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sont deux diamants.

4 Preuve du théoréme 2

Notations 1 Dans toute la suite de ce papier, étant donné un tournoi T =
Tw(po,...,p2n) 0 b > 1 et pour tout ¢ € {0,...,2h}, p; est un tournoi sur
un ensemble S;, on note Z(T) = {i € {0,...,2h}; | Si |> 2} et pour tout
entier naturel k, on note Zx(T) = {i € {0,...,2h}; |Si|= k}, Pu(T) = {S;;
i € Zp(T)} et ng(T) = | Zx(T)|. Si de plus T est {—1}-autodual, alors pour
tout sommet z de T, on désigne par fz, un isomorphisme du tournoi T — z sur
son dual.

Pour tout entier h > 1, l'ensemble des permutations circulaires sur {0, ..., 2h}
sera noté O, et Uapplication identique de {0, ...,2h} sera notée mo.

4.1 L’autodualité d’un tournoi fortement connexe dont le
squelette est un certain T, ol A > 1

Dans cette partie, nous donnons quelques résultats sur 'autodualité d'un tournoi
fortement connexe dont le squelette est un certain Tj (od h > 1), qui seront
utiles pour la preuve du théoréme 2.

Rappelons d’abord le lemme suivant.

Lemme 6 (C. Gnanvo et P. llle [10]) Pour tout entier h > 1, l'ensemble des
automorphismes du tournoi Tj, est égal é Q.

Etablissons maintenant le lemme suivant.
Lemme 7 Soit un entier h > 1. Les assertions suivantes sont vérifées.

(1) Soit 8y la permutation de {0, ..., 2h} définie par: pour touti € {0,...,2h},
6o(i) = —i modulo 2h + 1.
(a) La permutation 6y est un isomorphisme involutif du tournoi Ty sur
son dual ayant le sommet 0 comme seul point fize.
(b) L’ensemble des isomorphismes du tournoi T), sur son dual est égal &
{60 o 7; ™ e U},
(2) Soient i) # iz € {0,...,2h} etig Ventier de {0,...,2h} défini par:
iz 8i iy + 1 est pair
i = bﬁz‘%zﬂ+h 8i iy + 12 est impair et i +i2 <2h ~1
b¥hazl _h o sidy +ig est impair et 2h+1< iy +iz
Soit ®(, ) la permutation de {0,...,2h} définie par: pour tout i €
{o,..., 2h}, @(ix,iz)(i) = i3 + 12 — ¢ modulo 2h + 1.
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(a) La permutation ®;, ;,) est involutive et est le seul isomorphisme I
du tournoi T, sur son dual vérifiant f(i;) = i,.

(b) L’entier iy est le seul point fixe de iy ,00)-

Preuve. (1) (a) Conséquence directe de la morphologie du tournoi Tj,.
(b) Découle de (a) et du lemme 6.

(2) (a) Notons d’abord que la permutation P, i5) €8t clairement involutive.
Remarquons ensuite que ®D(;,,42) = 60 0 ™ ol 7 est I'élément de Q}, défini par;
pour tout i € {0, ..., 2h}, 7(s) = i~ (i) +42) modulo 2h+1. Ainsi, d’aprés (1)(b),
®(i,,i,) est un isomorphisme du tournoi T}, sur son dual vérifiant Di,,i) (1) = 2.
Inversement, si f est un isomorphisme du tournoi T} sur son dual vérifiant
f(i1) = i, alors d’aprés (1)(b), il existe une permutation 7' € Qp telle que
f =060 0on'. D'ol, #'(i) = —iz modulo 2k + 1 et par suite, 7'(i;) = n(%1).
Ainsi, 7' =7 et f = ¥, 5,).

(b) Remarquons d’abord que:
1414 —1p 8i ¢ + g est pair
ig = G+d—dp+(2h+1) sid +ip est impair et ¢ +4; < 2h -1
81 +42 —Gg— (2h+1) sid; + iz est impair et 2h+ 1 < 4; +14p
Il g’ensuit que $;, i) (f0) = %0. Ensuite, supposons par I'absurde qu'ils existent
th # & € {0,...,2h} tels que q’(i,,i,)(tl) =1 et Q(i;,i,)(tz) = t3. On peut
supposer que dans Th, t; — t3. D'ol, dans (T},)*, Piyia)(81) = B3y i) (E2) et
par suite, dans (T},)*, t; — ¢3; ce qui est absurde.
a

Du lemme 7 et de la remarque 2 découle le corollaire suivant.

Corollaire 6 Soient un entier h > 1, i) # i € {0,...,2h} et un tournoi
T = Tu(po,---,p21n) ot pour tout i € {0,...,2h}, p; est un tournoi sur un
ensemble S;. SiT est autodual et si f est un isomorphisme de T sur T* tel que
f(Si,) = Si,, alors les assertions suivantes sont vérifices.

(1) (a) Pour tout i € {0,...,2h}, £(S:) = Si,1ip—i 06 Ventier iy + iz — i est
considéré modulo 2h + 1.

(b) Pour touti € {0,...,2h}, (fof)(S;) = S;.
(2) Soit ig Ventier de {0,...,2h} défini par:
bif si iy +iz est pair
ip = 5*%2-'*—1+h 8ty +1ip est impair et iy +ip < 2h —1
L=l _h sid) +ip est impair et 2h+1 < iy +14p
Lentier ig est le seul élément j de {0, ...,2h} vérifiant f (S;)=38;.

Nous obtenons maintenant, le corollaire suivant qui caractérise 'autodualité
d’un tournoi fortement connexe dont le squelette est un certain Thouh>1.
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Corollaire 7 Soit un tournoi T = Th(po,...,p2n) 0t h > 1 et pour tout i €
{0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S;. Le tournoi T est autodual
si et seulement s'il existe ig € {0,...,2h} tel que pour tout j € {0,...,h},
Pio+j = (Pio—j)* 0t do +J etio —j sont considérés modulo 2h + 1. Lorsqu’un
tel iy eziste, on dit que T est symétrique par rapport & S;,.

Preuve. La condition nécessaire découle du corollaire 6.
Pour la condition suffisante, il suffit de remarquer que pour tout i € {0,..., 2k},
i = (P2ig—i)* Ol 2ip —1 est considéré modulo 2h+1, puis d'utiliser I’application
®(io,io) donnée par le lemme 7 et d’appliquer la remarque 2.

]

Des deux corollaires 6 et 7, découle la remarque suivante.

Remarque 4 Soit un tournoi T = Ti(po,...,p2n) 04 h > 1 et pour tout
i €{0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S; et soit j € {0,... ,2h}. Le
tournoi T est syméirique par rapport & S; si et seulement s’il existe un isomor-
phisme f de T sur T* tel que f(S;) = Sj.

De la proposition 5 et du corollaire 7 découle la remarque suivante qui car-
actérise les tournois sans diamants autoduaux et qui ne sont pas des ordres
totaux.

Remarque 5 Soit un tournoi sans diamants T = Ty(po,-. -, pap) ot h > 1 et
pour tout i € {0,...,2h}, p; est un ordre total sur un ensemble S;. Le tournoi
T est autodual si et seulement sil eziste ip € {0,...,2h} tel que pour tout
j€{1,...,h}, | Sig=j | = |Sio+i| 0t io —j et ig + j sont considérés modulo
2h+1.

A la fin de cette partie, nous donnons le lemme suivant qui découle directe-
ment du corollaire 7.

Lemme 8 Soit un tournoi T = Th(po,...,P2n) 08 h > 1 et pour tout i €
{0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S;. Si T est autodual, alors il
est symétrique par rapport & un certain Si, ot ig € {0,...,2h}, et Uentier | S;, |
est le seul parmi les entiers naturels k tels que Uentier ni(T) soit impair.

4.2 Preuve du théoreme 2

Notons d’abord que de la morphologie du tournoi Ty (olt & > 1), découle la
remarque suivante.

Remarque 6 Soit un tournoi T = Th(po,...,P2n) 08 h > 1 et pour tout i €
{0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S; et soient k € {0,...,2h} et
x € Skg. :
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(a) Si|Sk|>2, alors T —x = Ty(pp,- .., Phy) ot
P = P sij#k
2 Pr—z Stj=k
(b) Si|Sk|=1etsih>2 alorsT -z = Ta1(Pgs -+ 2 Pop_g) O

T(Shak U Shik+1) 5ij=0
P; = Phik+jel, sil<j<h-1
Phtk+j+2 sth<j<2h-2

(les indices sont considérés modulo 2h + 1)

(c) Si|Skl=1etsih=1, alorsT —z = Ox(prs1,Prs2) O k+1 et k+2
sont considérés modulo 3.

Notons maintenant que si un tournoi T vérifie I'une des situations citées
dans le théoréme 2, alors, en utilisant le corollaire 7 et la remarque 6, on peut
voir que T est {—1}-autodual.

Ainsi, pour la preuve du théoréme 2, on considére un tournoi {—1}-autodual
an 2 7 sommets: T = Th(po,...,p2n) oll k> 1 et pour tout i € {0,...,2k}, p;
est un tournoi sur un ensemble S; et on pose m = max({|S;|; i € {0,...,2h}}).
Sim = 1, alors le tournoi T se trouve dans la situation (b) du théoréme 2. Dans
la suite, on suppose donc que m > 2. En discutant suivant les valeurs de m et
de h, la preuve du théoréme 2 est donnée par les trois propositions suivantes.

Proposition 10 Si h = 1, alors m > 3 et le tournoi T vérifie l'une des trois
situations suivantes.

(a) Le tournoi T est un presque-ordre total.

(b) Le tournoi T est le produit lezicographique du tournoi Ty par un tournoi
T @ m sommets tel que T est autodual et {-1}-autodual.

(c) Le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un tournoi qui
est le produit lexicographique du tournoi Ty par un tournoi v & m sommets
tel que 7 est autodual, {-1, -2}-autodual et {—1}-monomorphe.

Proposition 11 Sih > 2 et si m > 3, alors le tournoi T vérifie 'une des deus
situations suivantes.

(a) Le tournoi T est le produit levicographique du tournoi T) par un tournoi
T & m sommets tel que T est autodual et {-1}-autodual,

(b) Le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un tournoi qui
est le produit lezicographique du tournoi Ty, par un tournoi v ¢ m sommets
tel que T est autodual, {-1, -2}-autodual et {—1}-monomorphe.

Proposition 12 Si h > 2 et si m = 2, alors le tournoi T vérifie l'une des
quatre situations suivantes.
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(@) Le tournoi T est le produit lezicographique du tournoi Ty per un ordre
total ¢ 2 sommets.

(b) Le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un tournoi qui
est le produit lexicographique du tournoi T, par un ordre total a2 sommets.

(c) h >3 et le tournoi T est isomorphe au tournoi obtenu & partir du tournoi
Ty en dilatant un de ses sommets par un ordre total a 2 sommets.

(d) h = 2 et le tournoi T est isomorphe au tournoi & 8 sommets, obtenu &
partir du tournoi Ty, en dilatant chacun des sommets 0, 2 et 3 par un
ordre total & 2 sommets.

Pour la preuve de ces propositions, rappelons d’abord le lemme 9 (resp.
lemme 10) suivant, qui découle d’un résultat sur le probléme de reconstruction
au sens d’Ulam [18], dit & M. Basso-Gerbelli et P. Ille [1] (resp. C. Gnanvo et
P. 1lle [10]).

Lemme 9 Soient un entier p > 3 et un tournoi R = H(Ry,...,Rp) ot H est
un tournoi indécomposable sur {1,...,p} et pour tout i € {1,...,p}, R; est un
tournoi sur un ensemble &;. Si le tournoi R est {—1}-autodual et s’ils existent
i1 #142 € {1,...,p} tels que min(|&;, |,|&,|) = 2, alors pour touti € {1,...,p},
le tournoi R; est autodual.

Lemme 10 Etant donné un tournoi R sans diamants, ¢ au moins 7 sommets,
i R est {—1}-autodual, alors R est autodual.

Dans un premier temps, nous établissons les deux lemmes suivants.
Lemme 11 Si | Z(T)|=1 et sim > 3, alors T est un presque-ordre total.

Preuve. Supposons que | Z(T) |= 1 et que m > 3. Sans perdre de généralité,
on peut supposer que Z(T') = {0}. Il s’ensuit que | Sp |[= m et que pour tout
ie{l,...,2h},|Si|= 1. Posons S = {a} et Sz = {b}. Il s’agit de montrer que
h =1 et que pp est un ordre total. Supposons par I'absurde que A > 2. D’aprés
la remarque 6, le tournoi T — a est isomorphe au tournoi, obtenu & partir du
tournoi Tj,—1, en dilatant le sommet 0 par py et le sommet A par un ordre total
3 2 sommets. Comme m > 3, alors ny(T —a) = nu(T) =let na(T —a) =1
et par suite, d’aprés le lemme 8, T' — a est donc non autodual; ce qui contredit
la {—1}-autodualité de T. Ainsi, h = 1. Comme pour tout z € So, T — x est
autodual, alors d’aprés le corollaire 7, pg est {—1}-autodual. Si py est fortement
connexe, alors d’aprés la remarque 1, le tournoi T — a est non autodual (car
T —a = Oa(p2, p0)); ce qui contredit la {—1}-autodualité de T'. Ainsi, py est un
tournoi non fortement connexe {~1}-autodual & au moins 5 sommets et donc
d’aprés la proposition 6, po est un ordre total. Ainsi, T' est un presque-ordre
total.

a
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Lemme 12 Les assertions suivantes sont vérifies.
(1) Pour touti € {0,...,2h}, le tournoi p; est autodual.

(2) S'ils existent j € Z(T) et z € Sj tels que f2(S; — {z}) = S; — {z}, alors
le tournoi T est symétrique par rapport 4 Sj.

(3) §'il existe un entier k > 2 tel que ng(T) # 0 et np_y(T) = 0, alors
pour tout j € Zi(T), le tournoi p; est {—1}-autodual et le tournoi T est
symétrique par rapport & S;.

Preuve. (1) Si m < 3, le résultat est trivial et si m > 4, on conclut par les
lemmes 9 et 11.

(2) Etant donnés j € Z(T) et = € S; tels que f(S;—{z}) = §;—{z}, en con-
sidérant un isomorphisme ; de p; sur son dual, on peut voir que I'application
- _ : _ ] f=(y) siy¢s;
g définie sur S = 0<92h S; par g(y) = { 0iy) siyeS;
est un isomorphisr;]e—de T sur T* tel que g(S;) = S;j. La remarque 4 permet
alors de conclure.

(3) Etant donné un entier k > 2 tel que ng(T) # 0 et ng_y(T) = 0, alors
pour tout j € Zx(T') et pour tout z € S;, S; — z est le seul intervalle maximal
de cardinal k —1 de T — z et de T* — « et par suite, f;(S; — {z}) = S; - {z}
et on conclut par Passertion (2).

a

Dans un deuxi®me temps, nous donnons la définition suivante, inspirée d’une
notion donnée par C. Gnanvo et P. Ille [10], puis nous établissons les deux
lemmes qui la suivent.

Définition 1 On dit qu’un entier naturel non nul k est réguliérement réparti
dansT, si Zi(T) # 0 et s’il existe un élément n de Qp,—{mo} tel que n(Z,(T)) C
Z4(T). L'orbite, par rapport ¢ un tel w, d’un certain i € {0,...,2h} est dite un
w-polygone de répartition.

Lemme 13 S'ils existent iy # iz € Z(T), alors tout entier k tel que Zy(T) # 0
etk ¢ {|Si |, |Si;|, 1Si,| =1, |Si; | —1}, est régquliérement réparti dans T.

Preuve. Soient z € S;, (resp. y € Si,) et fz (resp. fy) 'isomorphisme du
tournoi T}, sur son dual induit par f, (resp. f,) (voir la remarque 2). Il est clair
que pour tout i € {0,..., 2h}, fz(S; — {z}) = Sp,) — {z} et f(Si — {y}) =
Sty — {y}. Posons m = (f;)7* o f; et montrons d’abord que 7 € 5 — {mo}.
Il est clair que 7 est un automorphisme de T}, et par suite d’aprés le lemme 6,
m € Qp. Il reste & prouver que m # mp. Pour cela, supposons par ’absurde
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que fz = fy. On a donc fy(Si,) = fy(Si, — {y}) = S, — {y}. Dot
’Six l = lsﬂ(g’,) - {y} ] et par suite I Sf_,(i,) l € {| Six I'] Six I +1}‘ Or,
f2(Si, —{=z}) = S5y, — {z}, donc | Sy, | =1 = |87, — x| et par suite | S5~ ) |
€ {ISi |,1Si, | —1}. 1 s’ensuit que, | Sz, | =| Sy, | et que z € S5, ). Or
T € S;,, donc fz(41) = 4. En échangeant les roles de = et y, on obtient aussi
fy(zz) = ip. Comme f; = fy, alors f est un isomorphisme de T} sur son dual
qui admet au moins deux points fixes distincts; ce qui contredit le lemme 7.
Ainsi, r € Qp, — {1r0}.

Supposons maintenant qu’ll existe un entier non nul k tel que Zx(T) # B et
k¢ {1Si], |51, 1Si, | =1, |Siy | —1} et soit i € Zx(T). On a | fz(S; - {z})|
= | f2(Si) |=| Si|= k (car k 7é |Su ). Or, fz(Si — {z}) = S5 — {z}, done
| S5z — {2} I= k. Siz € Sy, alors f2() = i1 et | Sy |= k+1 et par
suite | S;, |= k + 1; ce qui contredit le fait que k # | S;, | 1. Ainsi, z ¢ S5,
et par suite, IS?;(‘.) |= k. Notons par (f,)~! I'isomorphisme du tournoi (T»)*
sur le tournoi Th induit par (f,)~1. Il est clair que ( )T = (f,)"*. Dot

Sxv = Sy @ Siymge ~ W= (W) 6 (z) ~{})- Comme
y ¢ S_(,) (car | 7 (,)l k,y € Si, et k # | Sy, |), alors | YT (6) - {y}

IS:(.-) {v}= |S‘;'(i) =k Siye SfT(f @)’ alors (fy) 1(fz("')) =1z et

'S'(.f_)T(f @) |= k + 1 et par suite | S;, |= k + 1; ce qui contredit le fait que
# | Si; | —1. 11 s’ensuit que y ¢ S—— AR et par suite, IS_—‘U,(:)) |= k.

Ainsi, | Sp(;) |= k et I'entier k est alors régulierement réparti dans T
a

Lemme 14 Si un entier k > 2 est réguliérement réparti dans T, alors pour
tout j € Zi(T), T est symétrique par rapport a Sj.

Preuve. Supposons qu’un entier & > 2 est réguliérement réparti dans T et soit
7 € Qp — {mo} tel que w(Zx(T)) C Zi(T). Soient j € Zi(T) et = € S;. Comme
— {z} est le seul intervalle maximal de cardinal k —1de T —z et de T* —
qui se trouve sur un w-polygone de répartition dont les autres sommets sont des
intervalles de cardinal k, alors fz(S; — {z}) = S; — {z}. Le lemme 12 permet

ensuite de conclure.
(]

Considérons maintenant les deux lemmes suivants.

Lemme 15 Sim > 3 et si Z,,_1(T) # 0, alors Z,_1(T) est réduit ¢ un
singleton {io} tel que p;, est {—1}-autodual et T est symétrique par rapport d

i

Preuve, Supposons par I’absurde que m > 3 et que n,,—1(T) > 2. D’aprés le
lemme 13, ’entier m est alors régulierement réparti dans T'. Il s’ensuit, d’aprés
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le lemme 14, que pour tout j € Z,,(T), T est symétrique par rapport & Sj.
Ainsi, P'entier n,,(T) est impair et donc d’aprés le lemme 8, l'entier m-1(T)
est pair. Considérons maintenant un élément i de Z,,_;(7T) et un élément z de
S;. On aalors: Ny 1 (T'—2) = -1 (T)~1 qui est impair et (T —2z) = Ny (T)
qui est aussi impair. D’aprés le lemme 8, T — z est donc non autodual; ce qui
contredit le fait que T est {—1}-autodual. Ainsi, n,,_;(T) = 1. Posons alors
Zm-1(T) = {io} et montrons que T est symétrique par rapport Si, et que p;,
est {—1}-autodual.

Montrons d’abord que 7,(T) > 2. Pour cela, supposons par I’absurde que
nm(T) =1 et distinguons les trois cas suivants.

o Sim > 4 et 5'il existe un entier k € {2,...,m — 2} tel que Zi(T) # 0.
Dans ce cas, considérons un élément i de Zi(T) et un élément z de S;. On a:
-1 (T = %) = 1 (T) =1 et (T — 2) = 0y (T) = 1. D’aprés le lemme 8,
T — z est donc non autodual; ce qui contredit le fait que 7" est {—1}-autodual.

¢ Sim > 4 et si pour tout entier k € {2,...,m~2}, Z¢(T) = 0. Dans ce cas,
pour z € Sy, on a: np-2(T—z) = np—2(T)+1=1et np(T—z) = np(T) =1
et donc d’aprés le lemme 8, T — z est non autodual; ce qui contredit le fait que
T est {~1}-autodual.

o Sim=3. Dans ce cas, comme n > 7, alors h > 2 et sans perdre de
généralité, on peut supposer que |So|= 3. Considérons l’entier i défini par:
i=J h+1 si2e{|Su},|Sml}

h sinon
On peut voir que S; est réduit & un singleton {z} et que n4(T—z) = nz(T—z) =
1; ce qui contredit 'autodualité de T'—x, d’aprés le lemme 8. Ainsi, nm(T) > 2.

Montrons maintenant que p;, est {—1}-autodual et que 7T est symétrique par
rapport & Si,. Si ny-2(T) = 0, alors le résultat découle de I'assertion (3) du
lemme 12. Suppesons donc que ny—2(T) # 0. Comme n,,,(T') > 2, alors d’aprés
le lemme 13, I'entier m — 2 est réguliérement réparti dans T. Soit 7 € Qy — {mo}
tel que m(Zy,2(T)) € Z;m—2(T) et soit z € S;,. Comme S;, — {x} est le seul
intervalle maximal de cardinal m — 2 de T — = et de T* — z qui se trouve sur
un 7-polygone de répartition dont aucun autre sommet n’est de cardinal m — 2,
alors fz(S;, — {z}) = S;, — {z} et donc, d’aprés I’assertion (2) du lemme 12, T
est symétrique par rapport & S;,. Par ailleurs, comme f;(S;, —{z}) = Si, —{z},
pour tout = € Sy, alors p;, est {—1}-autodual.

(m]

Lemme 16 Les assertions suivantes sont vérifiées.
(1) Sim >3 et si Uentier ny,(T) est impair, alors:

(a) Pour tout j € Z,(T), T est symétrique par rapport & S;.
(b) Pour toutie€ {0,...,2h}, |S;| € {1,m}.

(2) Sim >3 et si Uentier ny,(T) est pair, alors:
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(@) Zm-1(T) est réduit G un singleton {io} et T est symétrique par rap-
port & Sy,.
(b) Pour touti € {0,...,2h} — {io}, | Si| € {1,m}.

(3) Le tournoi T est autodual.

Preuve. (1) Supposons que m > 3 et que I'entier nm (7)) est impair. A Paide du
lemme 15, on peut voir que nm_1(T) = 0 et par suite, pour tout j € Zn(T),
le tournoi T est symétrique par rapport & S;, d’aprés 'assertion (3) du lemme
12. 1l reste & montrer que pour tout i € {0,...,2k}, |Si| € {1,m}. Sim =3, le
résultat est trivial. Supposons par I’absurde que m > 4 et qu'il existe un entier
ke {2,...,m—2} tel que Zx(T) # 0. Pour conclure, nous distinguons les deux
cas suivants.

o Si l'entier n(T') est impair. Dans ce cas, soit i € Z,(T) et soit z € S;.
On a: np_1(T —z) = 1 et ng(T — z) = ny(T) est impair; ce qui contredit
Pautodualité de T — z, d’aprés le lemme 8.

o Si Pentier ng(T') est pair. Dans ce cas, soit i € Z¢(T) et soit z € S;. On
a: (T — x) = ni(T) — 1 est impair et np (T — z) = nm(T) est impair; ce qui
contredit Pautodualité de T — z, d’aprés le lemme 8.

(2) Supposons que m > 3 et que I'entier npy(T) est pair. Si nm-_1(T) =0,
en utilisant I'assertion (3) du lemme 12, on déduit que 7y, (T') est impair; ce qui
est absurde. Ainsi, np,—1(T) # 0 et par suite, d’aprés le lemme 15, Zm-1(T)
est réduit & un singleton {io} et T est symétrique par rapport & S;,. Il reste
& montrer que pour tout i € {0,...,2k} — {io}, | S| € {1,m}. Sim =3, le
résultat est trivial. Supposons par I'absurde que m > 4 et qu'il existe un entier
k€ {2,...,m—2} tel que Zx(T) # 0. Pour conclure, nous distinguons les deux
cas suivants.

o Si l'entier ny(T') est impair. Dans ce cas, soit i € Zn(T) et soit € S;.
On &: (T — z) = nyu(T) — 1 est impair et ng(T — z) = nk(T) est impair; ce
qui contredit 'autodualité de T — z, d’aprés le lemme 8.

o Si l'entier ni(T') est pair. Dans ce cas, soit i € Z¢(T) et soit z € S;. On
a: (T — z) = nk(T) — 1 est impair et N1 (T — 2) = nm-1(T) = 1; ce qui
contredit ’autodualité de T — z, d’aprés le lemme 8. :

(3) Si m > 3, l'autodualité de T découle des assertions (1) et (2) et du
corollaire 7. Si m < 2, alors T est sans diamants et on conclut alors & I'aide du
lemme 10.

m}

Preuve de la proposition 10. Supposons que b = 1. Comme n > 7,
alors m > 3. Si | Z(T) |= 1, alors d’aprés le lemme 11, le tournoi T" est un
presque-ordre total. Supposons dans la suite que | Z(T')|> 2. Suivant la parité
de Pentier ny,(T), on distingue les deux cas suivants.
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o Si I'entier n,,(T') est impair. Dans ce cas, d’aprés le lemme 16, pour tout
i € {0,1,2}, [ S;[= m, T est symétrique par rapport & S; et p; est autodual.
Comme T est symétrique par rapport & Sp, alors p; ~ (p2)* =~ p2 et comme T
est symétrique par rapport & Sy, alors pg = (p2)* = ps Ainsi, T est le produit
lexicographique du tournoi T; par le tournoi py. Notons que de 1’assertion (3)
du lemme 12, on déduit que po est {—1}-autodual.

o Si Pentier n,(T) est pair. Dans ce cas, d’aprés le lemme 16, ny—1(T) = 1
et n,(T) = 2. Sans perdre de généralité, on peut supposer que | Sp|=m — 1
et | 8y |=| Sz |= m. Ainsi, d’aprés le lemme 16, T est symétrique par rapport
& Sp et par suite p; ~ (p2)*. Or tous les p; sont autoduaux d’aprés le lemme
12, donc p; =~ ps. Pour tout sommet z de p; on a: S; — {z} et S sont les
seuls intervalles maximaux de T — ¢ et de T* — z de cardinal m — 1. Dol
fz(S1 — {z}) = So et fz(S2) = S2. 1l s’ensuit que (p; — z) =~ (po)* = pp. Ainsi,
p1 est {—1}-monomorphe et {—1}-autodual. D’autre part, d’aprés 'assertion
(3) du lemme 12, py est {—1}-autodual. Il s’ensuit que p; est {—2}-autodual.
Ainsi, T est obtenu par la suppression d’un sommet du produit lexicographique
du tournoi 7} par le tournoi p;.

Preuve de la proposition 11. Supposons que h > 2 et que m > 3. Suiv-
ant la parité de 'entier n,,(T), on distingue les deux cas suivants.

o Si I'entier n,,(T') est impair. Dans ce cas, d’aprés le lemme 16, pour tout
i € {0,...,2h}, [S;] € {1,m} et pour tout i € Z,(T), T est symétrique par
rapport & S;. Comme h > 2, alors du lemme 11, on déduit que 1y, (T) > 3.

Montrons d’abord qu'il existe ig € {0, ...,2h} tel que | S, |=|Sig+1|= m ol
’entier ig + 1 est considéré modulo 2k + 1. Supposons par I'absurde que pour
tout i € Z,,,(T), i+1 € Z1(T) ol entier i+ 1 est considéré modulo 2h+1. Sans
perdre de généralité, on peut supposer que | Sp |= m. 1l s’ensuit que | S; |= 1
et que le tournoi T est symétrique par rapport & Sp. Ainsi, | S; |=| Sepn |= 1
et | Sp |=| Sp+1 |= 1. Posons S; = {z1}. Si | Sh+2 |= 1, alors d’aprés la
remarque 6, T — z; est une somme lexicographique suivant le tournoi Tj_;
ayant '’ensemble I = S}4; U Sp.2 comme seul intervalle maximal de cardinal 2
et par suite, na(T' —z1) = 1 et np (T — z1) = np(T) est impair; ce qui contredit
Pautodualité de T’ — z,, d’aprés le lemme 8. 1l s’ensuit que: |Spy2|=m, h >3
et T est symétrique par rapport & Sp+2. En considérant alors 'isomorphisme o
de T sur T™* qui laisse fixe Sp4+2, on déduit que a(S;) = S», d’aprés le corollaire
6. Ainsi, | S2 |=| Sy |= 1. Le tournoi T — z; est une somme lexicographique
suivant le tournoi Tj,_; ayant ’ensemble I = Sj,,; U Sy .2 comme seul intervalle
maximal de cardinal m+1 et par suite, fz, (I) = I. D’od, f;,(So) = Sz, d’aprés
le corollaire 6. Il s’ensuit que | S; |=| Sp |= m; ce qui contredit le fait que
[S2]= 1. Ainsi, il existe 49 € {0,...,2h} tel que | Sy, |=| Siy+1|= m ol Pentier
ip + 1 est considéré modulo 2k + 1. Sans perdre de généralité, on peut supposer
alors dans la suite que [ Sy |=|.S1 |=m.
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Montrons maintenant que pour tout i € {0,...,2h}, | Si |[= m. Comme
T est symétrique par rapport & Sp, alors il suffit de montrer que, pour tout
i€ {1,...,h}, | Si|=m. Comme |Sp|=m et T est symétrique par rapport
& S, alors | Sz |= m. Ainsi, le résultat est vérifié si h = 2. Supposons alors
que h > 3 et soit j € {2,...,h — 1} tel que pour tout ¢ € {1,...,5}, | Si|=m.
Comme | Sj_; |=m et T est symétrique par rapport & Sj, alors |Sj4rl=m. 1l
s’ensuit alors que pour tout i € {1,...,k}, | S;|=m.

Montrons enfin que pour tout i € {0,...,2h}, p; =~ pp. Comme tous les p;
sont autoduaux (d’aprés le lemme 12) et comme le tournoi T est symétrique par
rapport & Sy, alors il suffit de montrer que pour tout ¢ € {1,...,k}, p;i = po.
En utilisant le fait que T est symétrique par rapport & Sp41, on déduit d’aprés
le corollaire 6 que p; ~ (po)* et par suite py ~ po. Soit i € {1,...,h — 1} tel
que pour tout j € {1,...,i}, p; = po. Comme T est symétrique par rapport &
Si+h+1, alors d’aprés le corollaire 6, p;y1 =~ (p;)*, et par suite p;+1 =~ p; = po.
11 s’ensuit que pour tout i € {1,...,A}, pi = po.

Ainsi, le tournoi 7 est le produit lexicographique du tournoi T}, par le tournoi
po. Notons que d’aprés lassertion (3) du lemme 12, le tournoi pp est {—1}-
autodual.

o Si lentier n,,(T) est pair. Dans ce cas, d’aprés le lemme 16, n,,—1(T) =1
et pour tout i € {0,...,2h}, | 5| € {1,m — 1,m}. Sans perdre de généralité,
on peut supposer que |Sp|= m — 1 et par suite, pour tout ¢ € {1,...,2h}, | S;|
€ {1,m}. 1l s’ensuit d’aprés le lemme 15, que T est symétrique par rapport &
So et que pp est {—1}-autodual.

Montrons d’abord que pour tout ¢ € {1,...,2h}, | S; |= m. Comme T
est symétrique par rapport & Sp, alors il suffit de montrer que pour tout ¢ €
{1,...,h}, | S; |= m. Pour montrer que | Sy |= m, on considére P'entier £, =
min({¢; t € {1,...,h} et | S |= m}) et on suppose par I'absurde que ¢y > 2.
Soit € S;,. Il est clair que Sp et Si, — {z} sont les seuls intervalles maximaux
de T — z et de T* — z de cardinal m — 1. L’isomorphisme f, échange donc Sp
et Sy, — {z} et laisse fixe un certain Sj, ott jo € Zm(T — ) (car nm(T — )
= N (T) — 1 est impair). Posons H = S; U... U S;,-1 et rappelons que pour
tout i € {1,...,20 — 1}, | Si |= 1. Du corollaire 6, on déduit que f-(H) = H
et que pour tout i € {1,...,8 — 1}, fz(Si) # S;. Il s’ensuit que ¢p — 1 est
pair et donc to est impair et 3 < o < h. Posons top = 2¢ + 1. D’aprés le
corollaire 6, on déduit que jo = 2fL + h = ¢+ 1+ h et donc | Sgy14n |= m.
En posant S; = {y}, on voit d’aprés la remarque 6, que T’ — y est une somme
lexicographique suivant le tournoi T,-1, ayant un intervalle I = Sg4n U Sq4h+1,
qui est le seul de son cardinal (car |I|€ {m+1,2m}) et par suite np(T—y) =1
et i _1 (T — ) = nm-1(T) = 1; ce qui contredit 'autodualité de T —y, d’aprés
le lemme 8. Ainsi, nous avons montré que |Sy|=m. Soit i € {1,...,h — 1} tel
que pour tout j € {1,...,i}, | Sj|=m et soit z € S;. Comme Sp et S; — = sont
les seuls intervalles maximaux de T — z et de T* — z de cardinal m — 1, alors f;
échange Sy et S; — z et laisse fixe un certain Sj, olt jo € Zm(T —z). D’aprés
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le corollaire 6, fz(S21) = Si+1. Comme | S5 |=|S:1|= m (car T est symétrique
par rapport & Sy et | S; |= m), alors | Si41 |= m. Ainsi, pour tout i € {1,...,A},
IS,' |= m.

Montrons maintenant que pour tout i € {1,...,2h}, p; ~ p,. Comme chaque
p; est autodual d’aprés le lemme 12, et comme T est symétrique par rapport
a Sy, alors il suffit de montrer que pour tout ¢ € {2,...,h}, p; ~ p;. Soient
1€ {2,...,h} et z € S;_;. Comme S et S;—; — {z} sont les seuls intervalles
maximaux de T — z et de T* — z de cardinal m — 1, alors f,(Si—1 — {z}) = Sy
et par suite, fz(S;) = Sz, d’aprés le corollaire 6. D'oli, p; ~ (pas)*. Comme T
est symétrique par rapport a S, alors (p2r)* = p; et par suite p; = p;. Ainsi,
pour tout ¢ € {1,...,2h}, p; ~ p.

Enfin, comme pour tout z € S;, Sp et S; — {z} sont les seuls intervalles
maximaux de T — z et de T* — x de cardinal m — 1, alors f;(S1 — {z}) = So.
D’ol, pour tout z € Sy, (p1 — ) = (po)* = po et par suite p; est {—1}-
monomorphe et {—1}-autodual. D’autre part, comme py est {—1}-autodual,
alors p; est {—2}-autodual.

Ainsi, T est obtenu par la suppression d’un sommet du produit lexicographique
du tournoi 7}, par le tournoi p;.

Preuve de la proposition 12. Pour la preuve, nous utilisons en outre les
notations suivantes.
Pour tout tournoi R = Ty (Ry,...,Ran) ot k > 1 et pour tout ¢ € {0,...,2h},
R; est un tournoi sur un ensemble (;, on consideére les quatre ensembles suivants.

Ai(R) = {G € P1(R); |Gien [=IGivnr1 = 1},

A2(R) = {G € P1(R); |Givn |= 2 et | Ginsr = 1},

A3(R) = {¢; € P1(R); |Girnl=1 et | Girnyr |= 2} et

A4(R) = {G € Pi(R); |Cian |=Cianrr|= 2}

Remarquons que A;(R) = A;(R*), A2(R) = A3(R*), A3(R) = Az(R*) et
A(R) = Ay(R¥).

Revenons au tournoi T et supposons que m = 2 et que & > 2. Comme le
tournoi T est autodual d’aprés le lemme 16, alors d’aprés le corollaire 7, on peut
supposer que T est symétrique par rapport & Sg. Dans la suite de cette preuve,
les indices sont considérés modulo 2h + 1. Notons par ®g, un isomorphisme de
T sur T™ tel que ®(Sp) = Sp. D’aprés le corollaire 6, pour tout ¢ € {0,...,2h},
®o(S;) = S_;. Suivant la parité de Dentier ny(T), on distingue les deux cas
suivants.

o Si I'entier na(T') est impair. Dans ce cas, | Sp |= 2 et la morphologie du
tournoi T découle des 5 étapes suivantes.

Etape 1. A4(T) =0.
En effet: supposons par I'absurde qu’il existe ¢ € {1,...,2h} tel que S; est réduit
a un singleton {z} et | Siyp |=| Sith+1|= 2. D’aprés la remarque 6, le tournoi
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T — z est une somme lexicographique suivant le tournoi T, ayant ’ensemble
I = Sitp U S;yne1 comme seul intervalle maximal de cardinal 4 et par suite,
n4(T —z) = 1 et np(T —z) = no(T) — 2 est impair. Il s’ensuit que T — z est non
autodual d’aprés le lemme 8; ce qui contredit le fait que 7" est {—1}-autodual.

Etape 2. Si | Sy |= 2, alors pour tout i € {0,...,2h}, | Si|=2.

En effet: comme T est symétrique par rapport & Sp, il suffit de montrer que
pour tout i € {1,...,h}, | Si|=2. On a|S;|=2. Soit j € {1,...,h — 1} tel
que pour tout k € {1,...,5}, | Sk |= 2. D’aprés I'étape 1, | Sp41 |= 2. Posons
{,9} = Sn+1. On a fo(Au(T —2)) = Ay(T* —z) et Ay(T —z) = Ay(T™* -2) =
{y}. Dol fz(y) = y et donc d’aprés le corollaire 6, f:(So) = S1. Comme
fz(Sh41—{z}) = Sh+1—{z}, alors d’aprés P'assertion (2) du lemme 12, il existe
un isomorphisme f de T sur T laissant fixe Sp11. Ainsi, d’aprés le corollaire 6,
pour tout i € {0,...,2h}, f(S:) = Si—i. On a Bo(S;) = S_; et f(S-;) = Sj41,
et par suite, |Sj41| = |S-;| = | Sj|= 2; ce qui permet de conclure.

Etape 3. Si |Si|=1etsi h =2, alorsn =8, |Ss|=1 et | Sz2|=|S3|=2.
En effet: il suffit de voir que n > 7 et que T est symétrique par rapport a S.

Etape 4. Si |S1|=1 et si h > 3, alors | Sp|=|Sh41|=1.

En effet: supposons par P'absurde que | S, |= 2. Comme T est symétrique par
rapport & Sp, alors | Sy |=| Sh+1 |= 2. Comme | S |= 1, alors d’aprés I'étape
1, | Sh42|= 1. Posons Sy = {z} et Spy2 = {y}. L’ensemble I = Sh41 U Spy2
est le seul intervalle maximal de cardinal 3 de T'— z et de T — z. D’od,
f=(I) = I et donc d’aprés le corollaire 6, fz(So) = Sz et fz(S2n) = S3. 1l
s'ensuit que | So |=| S2 |= 2, | S3 |=| S2n |=] S1|= 1 et h > 4. D’autre part,
I'’ensemble J = S; U S; est le seul intervalle maximal de cardinal 3de T — y et
de T* —y. D’od, f,(J) = J et donc d’aprés le corollaire 6, f,,(So) = S3. Ainsi,
| S3|=|So |= 2; ce qui contredit le fait que | S3|=1.

Etape 5. Si |8y |=1 et si k > 3, alors pour tout i € {1,...,2k}, | Si|=1.
En effet: comme T est symétrique par rapport & Sp, alors il suffit de montrer
que pour tout i € {1,...,h}, |Si|=1. Ona|S|=1. Soit j € {1,...,h -1}
tel que pour tout k € {1,...,5}, | Sk|= 1. D’aprés I'étape 4, | Sp41|=|Sp|= 1.
Posons Sh41 = {r}. D’aprés la remarque 6, le tournoi T — = est une somme
lexicographique suivant le tournoi T,—;, ayant I'ensemble I = Sp U S; comme
seul intervalle maximal de cardinal 3 et donc f;(I) = I et par suite d’aprés le
corollaire 6, pour tout i € {2,...,h}U{h+2,...,2h}, fo(S;) = S1-;. Il s’ensuit
que fz(S-j) = Sj+1. Comme en plus, $o(S;) = S—;, alors | Sj11| = |S—;| =
|Sj|=1; ce qui permet de conclure.

o Si Pentier nz(T") est pair. Dans ce cas, | So|= 1 et n;(T’) est impair. On
va montrer en 4 étapes, que pour tout ¢ € {1,...,2h}, |Si|=2.
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Etape 1. A(T) = A3(T) = 0.

En effet: supposons par I'absurde qu'il existe i € {1,...,2h} tel que S; est
réduit & un singleton {z} et {| Siys |,| Sizn+1 |} = {1,2}. D’aprés la remar-
que 6, le tournoi T’ — z est une somme lexicographique suivant le tournoi T},_;,
ayant ’ensemble I = S;,, U S;, 141 comme seul intervalle maximal de cardinal
3. D'oli, n3(T — z) = 1 et ny(T — z) = nz(T) — 1 est impair. Il s’ensuit que
T — z est non autodual d’aprés le lemme 8; ce qui contredit le fait que T est
{-1}-autodual. '

Etape 2. S'il existe i € {0,...,2h} tel que | S;|=1 et | Si1 |= 2, alors
|Si+h|=|Si+h+1 |= 2 et pour tout = € Siyh41, fz(Si) = Sitht1 — {a:} De plus,
pour tout ] € {0, ey 2h} - {‘I:,i + h + 1}, 'SJI = |S2i+h+1—j I.

En effet: d’aprés I'étape précédente, pour un tel , on voit que | Siyr+1 |= 2,
puis que | S; 14 |= 2. Soit € Sp4i41 €t posons Spyip1 — {7} = {y} et S; = {z}.
On a: fo(A3(T — z)) = A3(T* — z), A3(T - z) = A(T* — z) = {y} et
A2(T—z) = A3(T* ~z) = {2}. D’od, fz(y) = 2. Ainsi, £2(Si) = Sizh+1—{z} et
d’aprés le corollaire 6, pour tout j € {0,....,2h}—{i,i+h+1}, | S; |=| S2isht1-5]-

Etape 3. |$;|=2.

En effet: supposons par I’absurde que | Sy |= 1. Comme | Sp|= 1 et T est
symétrique par rapport & Sp, alors on peut considérer I'entier i = min({k;
ke{2,...,h} et [Sk|=2}). Onai>2, |S;|=2et |Si-1|=|Si—2|= 1. D’aprés
'étape 2, | Si~14n |=| Si+n |= 2. Posons Sj—; = {z}. D’aprés la remarque 6,
le tournoi T’ — z est une somme lexicographique suivant le tournoi T}, ayant
I’ensemble I = S;_; 41 U Siyh comme seul intervalle maximal de cardinal 4.
D’oli, fz(I) = I et par suite d’aprés le corollaire 6, f;(Si—2) = S;. Il s’ensuit
que | S;—2|=]S;|= 2; ce qui contredit le fait que | S;_z|= 1.

Etape 4. Pour tout i € {1,...,2h}, | Si|=2.

En effet: comme T est symétrique par rapport & Sy, il suffit de montrer que
pour tout i € {1,...,k}, | Si|= 2. On a | S| = 2 d’aprés I’étape 3. Soit
j €{1,...,h =1} tel que pour tout k € {1,...,3}, | Sk|= 2. Comme |Sp|=1
et | 81 |= 2, alors de I'étape 2, on déduit que | Sy | = | Sh41 |= 2 et que pour
tout ¢ € {0, N ,2h} - {O,h + 1}, lSi '=|Sh+1_,’ l. D’ou, |S..j| = ISh+1—(—j)l =
| Sh+1+5 |- Comme en plus, o(S;) = S_;, alors | Spi14;|=|S-;|=|S;|= 2. Par
ailleurs, on a: ®o(Sp+1+5) = Sh—j et | Sh-j |=|Sht1-(h—j) |=| S1+5]- 1l s’ensuit
que, | S14j|=|Sh—j |=|Sh+1+; |= 2; ce qui permet de conclure.

5 Preuve de la proposition 7

Considérons d’abord la remarque suivante.

Remarque 7 Pour tout entier h > 1, notons par ﬁ(Th), la classe des tournois
fortement connexes dont le squelette est le tournoi Tj,.
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(1) De lassertion (3) du lemme 16, on voit que tout tournoi & au moins 7

sommets, {—1}-autodual et apartenant i U D(T), est autodual.
(2) Soient un entier k > 2 et un toZrZ‘rtoi T & au moins 6 -+ k sommets,
appartenant é U D(T3) tel que pour tout ensemble X & k—1 sommets de T, le
h>1
tournoi T — X :zppartient aussi @ U D(T}). De Vassertion (1), on déduit que
si T est {—k}-autodual, alors T es,:tzalussi {=(k — 1)}-autodual.

Preuve de la proposition 7. Soit T = T, (po, ..., p2n) un tournoi 3 n > 8
sommets, ol h > 1 et pour tout ¢ € {0,...,2h}, p; est un tournoi sur un en-
semble S; et soit m = max({| Si|; ¢ € {0,...,2h}}). Notons d’abord que pour
chacune des situations citées dans la proposition 7, en considérant un sommet
arbitraire z de T, on vérifie que le tournci T — z est {—1}-autodual, d’aprés la
remarque 6 et les propositions 10, 11 et 12, et par suite, le tournoi T est {—2}-
autodual. Supposons dans la suite que T est {—2}-autodual et que m > 2.
Suivant les valeurs de m et de h, on distingue les trois cas suivants.

e Cas 1. Si h = 1. Dans ce cas, comme n > 8, alors m > 3. Distinguons les
sous-cas suivants.
o Si pour tout i € {0,1,2}, | S;|> 2. Dans ce cas, d’aprés la remarque
7, T est aussi {~1}-autodual et par suite le tournoi T vérifie 'une des deux
situations (b) et (c) citées dans la proposition 10. Supposons par I’absurde que
T vérifie la situation (c) de la proposition 10 et considérons un élément z d’un
certain S; € P, (T). On voit d’aprés la proposition 10, que T — z n’est pas
{—1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-autodual. Il s’ensuit que
T est le produit lexicographique du tournoi 77 par un tournoi 7 & m sommets,
autodual et {~1}-autodual. Soit z € So. Comme T —z est {—1}-autodual, alors
d’aprés la proposition 10, T est {—1}-monomorphe et {—2}-autodual. Ainsi, le
tournoi T vérifie la situation (d) de la proposition 7.
o 8l existe i € {0,1,2} tel que | S;|= 1. Sans perdre de généralité, on
peut supposer que |.Sy|= m. Supposons par 1’absurde que max(|Sz2|,|Si[) = 2
et que min(| Sz |,|S1]) =1 et soit z € Sp. D’aprés la proposition 10, T — z n’est
pas {—1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-autodual. Ainsi,
| S1]=|S2|= 1. Dans ce cas, comme n > 8, alors m > 6. Soit z € Sy. Comme
T — z est {—1}-autodual, alors d’aprés la proposition 10, T — z est un presque-
ordre total. D’oli, pour tout x € Sp, po — = est un ordre total. Il s’ensuit que
Po est aussi un ordre total et par suite, T' est un presque-ordre total. Ainsi, le
tournoi T vérifie la situation (a) de la proposition 7.

e Cas2 Sih > 2etsim=2. Dans ce cas, d’aprés la remarque 7, T est

aussi {—1}-autodual et par suite, le tournoi T" vérifie ’'une des quatre situations
citées dans la proposition 12.
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© Supposons par 1’absurde que T vérifie la situation (b) de la proposition
12. Sans perdre de généralité, on peut supposer que | Sy |= 1 et que pour tout
i €{1,...,2h}, |S;|=2. Soit z € S;. D’aprés la proposition 12, T — z n’est pas
{—1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-autodual.
© Supposons par I’absurde que T" vérifie la situation (c) de la proposition
12. Sans perdre de généralité, on peut supposer que | Sp |= 2 et que pour tout
i€{1,...,2h},|S;|=1. Soit z € S;. D’aprés la remarque 6 et la proposition 12,
T -z n’est pas {—1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-autodual.
© Supposons par I’absurde que T vérifie la situation (d) de la proposition
12. Dans ce cas, soit £ € Sp. D’aprés la proposition 12, T — z n’est pas {—1}-
autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-autodual.
Ainsi, le tournoi T vérifie la situation (c) de la proposition 7.

e Cas 3.Sih > 2et sim > 3. Dans ce cas, d’aprés la remarque 7, T est aussi
{—1}-autodual et par suite le tournoi T vérifie I'une des deux situations citées
dans la proposition 11. Supposons par I’absurde que T vérifie la situation (b) de
la proposition 11. Sans perdre de généralité, on peut supposer que | So|=m —1
et que pour tout ¢ € {1,...,2h}, | S;|]= m. Soit £ € ;. D’aprés la proposition
11, T — z n’est pas {—1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-
autodual. Ainsi, T est le produit lexicographique de T} par un tournoi 7 & m
sommets, autodual et {—1}-autodual. Soit z € Sp. Comme le tournoi T — z
est {—1}-autodual, alors 7 est {—1}-monomorphe et {—2}-autodual, d’aprés la
proposition 11. Ainsi, le tournoi T vérifie la situation (d) de la proposition 7.

6 Preuve de la proposition 8

Soit T = Th(po,...,p2r) un tournoi & n > 9 sommets, ot h > 1 et pour tout
i € {0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S; et soit m = max({| S; |;
i € {0,...,2h}}). Si T est un presque-ordre total, alors il est fortement auto-
dual et par suite, il est {—3}-autodual. Réciproquement, supposons que T est
{—3}-autodual. Suivant les valeurs de m et de &, on distingue les quatre cas
suivants.

e Cas 1. Sim = 1. Dans ce cas, comme n > 9, alors T est isomorphe au
tournoi T}, et h > 4. Soit = un sommet de 7. D’aprés la remarque 6, le tournoi
T — z est isomorphe au tournoi obtenu & partir du tournoi Tj_; en dilatant un
de ses sommets par un ordre total & 2 sommets. Ainsi, d’aprés la proposition 7,
T —x n’est pas {—2}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—3}-autodual.

o Cas2. Sih=1etsim>2 Dans cecas, comme n > 9, alors m > 3.
Distinguons les sous-cas suivants.

o Si pour tout i € {0,1,2}, |S;|> 3. Dans ce cas, d’aprés la remarque 7,

T est {—2}-autodual et par suite, de la proposition 7, on déduit que pour tout

61



i € {0,1,2}, | Si|= m. Soit € So. D’aprés la proposition 7, le tournoi T — z
n’est pas {—2}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—3}-autodual.

o Si|Z(T)|> 2 et ¢'il existe ¢ € {0,1,2} tel que |S;|< 2. Sans perdre de
généralité, on peut supposer que | Sp |= m. Dans ce cas, soit z € So. Comme
n > 9, alors m > 4 et de la proposition 7, on déduit que T — = n’est pas
{—2}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {~3}-autodual.

o Si| Z2(T)|= 1. Sans perdre de généralité, on peut supposer que
| So|= m et que | Sy |=| S2|= 1. Dans ce cas, comme n > 9, alors m > 7. Soit
z € Sp. Comme T — z est {—2}-autodual, alors de la proposition 7, on déduit
que T — z est un presque-ordre total. Il s’ensuit que pour tout z € Sp, po — =
est un ordre total et par suite, po est aussi un ordre total. Ainsi, le tournoi T
est un presque-ordre total.

e Cas 3. Si h =2 et 5si m > 2. Dans ce cas, distinguons les sous-cas suivants.

o Sipour tout i € {0,...,4}, | Si|> 2. Dans ce cas, d’aprés la remarque 7,

T est aussi {—2}-autodual et par suite, de la proposition 7, on déduit que pour
tout i € {0,...,4}, | Si|=m. Soit £ € Sp. D’aprés la proposition 7, le tournoi
T —x n’est pas {—2}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—3}-autodual.
o S'il existe i € {0,...,4} tel que |S;|= 1. Dans ce cas, soit z un élément

d’un certain S; ot | Sj|= m. D’aprés la proposition 7, la {—2}-autodualité du
tournoi T’ — z entraine que T —z ~ T>. 1l s’ensuit que n = 6; ce qui est absurde.

e Sih > 3etsim > 2 Danscecas, d’aprés la remarque 7, T est
{—2}-autodual. D’aprés la proposition 7, on déduit donc que pour tout i €
{0,...,2h}, | Si|= m. Soit € Sp. D’aprés la proposition 7, le tournoi T — z
n’est pas {—2}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—3}-autodual.

7 Preuve du corollaire 5

Pour la preuve, comme il est évident que l’assertion (c) implique ’assertion
(a), alors on va montrer que I'assertion (a) implique l'assertion (b) puis, que
P'assertion (b) implique I’assertion (c).

o Supposons I'assertion (a) et montrons 'assertion (b), par récurrence sur
k>4

Pour k = 4; le résultat est trivial.

Supposons que le résultat est vrai jusqu’a I'ordre k > 4 et soit R un tournoi
{—(k + 1)}-autodual, & n > 6 + (k + 1) sommets. D’aprés la proposition 4,
R est {4}-autodual et par suite, R est un tournoi sans diamants. Soit X un
ensemble & k sommets de R. Comme R — X est un tournoi sans diamants, &
au moins 7 sommets, qui est {—1}-autodual, alors du lemme 10, découle que
R - X est autodual. Ainsi, le tournoi R est {—k}-autodual et par suite, d’aprés
I'hypothése de récurrence, R est {—4}-autodual.
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e Supposons I’assertion (b) et montrons P’assertion (c). Dans ce cas, d’aprés
la proposition 4, T est {4}-autodual (car n > 10) et par suite, T' est un tournoi
sans diamants. Soit X un ensemble & 3 sommets de T. Comme T — X est
un tournoi sans diamants, & au moins 7 sommets, qui est {—1}-autodual, alors
d’aprés le lemme 10, T — X est autodual. Ainsi, le tournoi T est {—3}-autodual
et par suite, T est {4, —3}-autodual. On conclut alors par le corollaire 3.
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