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Abstract
This paper studies in detail on the collection of closed sets of a
matroid of arbitrary cardinality ordered by inclusion. The relation
between the collection, in particular the collection of a simple ma-~
troid, and a finite length geometric lattice is dealt with. Finally, one
obtains that up to isomorphism, a finite length geometric lattice is a
simple matroid, and vice versa.
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1 Introduction and Preliminaries
It is well known that there are close relations between finite geometric
lattices and matroids of finite cardinality and they play an important role
in the studies of matroid theory and geometric lattice theory. However,
to the best of my knowledge, the relation between geometric lattices and
matroids of infinite cardinality has never been investigated.

Unfortunately, there is no single class of structures that one calls infinite
matroids. Rather, various authors with differing motivations have studied
a variety of classes of matroid-like structures on infinite sets. This paper
will adopt the definition of infinite matroid in [1). The definition has been
successfully applied to the study on linear space and so on(see [1]). Here,
a new application of this definition is shown in the following sections. In
addition, this paper will first discuss the close relations between finite length
geometric lattices and matroids of arbitrary cardinality, simultaneously,
dealing with some properties on both geometric lattices and matroids by
using the close relation between geometric lattices with finite length and
matroids of arbitrary cardinality.
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We start by reviewing those aspects of matroid theory and lattice theory
which we will need. First of all, we assume that E is some arbitrary-possibly
infinite set and state the definition of a matroid of finite rank m in terms
of its closed sets presented in [1].

" Definition 1 [1] (1) Assume m € No and F C P(E). Then the pair
M := (E, F) is called a matroid of rank m with F as its closed sets, if the
following axioms hold: ‘

(F1) Ee F;
(F2) If Fi,Fo € F,then FiNFR2 € F;
(F3) Assume Fp € F and 2,22 € E'\ Fo. Then one has either

()M{F € FIFoU{z1} C F}={F € FI[FoU{zz} C F} or

(ii) Fy n F = Fy for certain F1, F; € F containing FoU {z} or
Fo U {3}, respectively.
(F4) m = maz{n € No| there exist Fo, F,..F,eFwithRhbc FiC..C
F, = F}.

(2) Suppose M = (E, F) is some matroid of rank m € No, with F as
its closed sets.

(i) The closure operator o = oy : P(E) — F of M is defined by
o(A):= N F.

AEF

(ii) The rank function p = pum : P(E) — {0,1,..., m} of M is defined
by p(A) := maz{k € No| there exist Fo, F1;..., Fx € F with FRCFC
.. C Fy=0(A)}.

(iii) Assume Fy, Fp € F. We say that Fy covers Fy, if F, C F; and
there does not exist some F € F with F} C F C F,.

(iv) Assume F, F’ € F satisfy F C F’. A chain F=FCcFC..C
F, = F' of strictly increasing sets Fo, F1,..., Fn € F is called 2 mazimal
chain between F and F”, if each Fj,1 < j < n, covers Fj_1; n is called the
length of the given chain.

(v) M is called simple, if any subset A C E with |A] <1 lies in F.

Lemma 1 [1] Assume M = (E,F) is some matroid of rank m < oo,
with F as its closed sets. Then

(1) For any family (F;)ies of closed sets in M one has also F := N F: €

iel
F.

(2) For any A C E, the set o(A) is the smallest set in F containing A
In particular, one has o(A) = A if and only if A € F. Moreover, o satisfies
the following conditions, which characterize a closure operator:

A C o(A) = o(o(A)) for all A C E; for AC B C E one has
a(A) € a(B). .

Furthermore, o satisfies the following exchange condition:

For A C E and z,y € E \ 0(A) one has y € 6(AU {z}) if and only if
zea(AU{y}).
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Indeed, (F3) implies either c(A U {z}) = 0(AU {y}) or o(AU {z}) N
o(AU {y}) = o(A) as claimed.

(3) p(E) = m equals the rank of the matroid M.

(4) One has
(I) For Fy, F> € F with F; C F; the following three statements are equiv-
alent: .

(i) F; covers Fy. .

(ii) For all z € F> \ F} one has omq(F1 U {z}) = F>.

(iii) There exists some z € F2 \ F1 with om(Fy U {z}) = F>.

(IDIf F € F and z € E\ F, then op(F U {z}) is the unique closed set
which covers F' and contains z.

(5) Suppose Fy, Fy, F{ € F are such that F and F{ both cover Fp. If
Fy # F|, then A := op(Fy U F{) covers both F; and Fj.

(6) One has
(1) Suppose F, F’ € F satisfy F C F’, and

F=FOCF{C...CF{=F'; F=F6CF1C...CF;¢=F'
are maximal chains of closed sets between F and F’. Then one has k = {;
that is, all maximal chains between F’ and F' have the same length.

(IT) If F, F’ are as in (I), then one has pp(F’) — pm(F) =k = 1. If, in
particular, F’ covers F, then we have pp(F’) = py(F) + 1.

Definition 2 (1) [2,p.1& 3,p.2] A posetis a set in which a binary relation
z < y is defined, which satisfies for all z,y, z the following conditions.

(pl) For all z, =z < z.
P2)Ifz <yand y < z,thenz =y.
(p3)Ifzr <yand y < 2, thenz < 2.

By “a covers b” in a poset P, it is meant that b < a,butthatb<z <a
for no x € P, denoted by b < a.

[2,p.5] The length, I(C), of a finite chain C is |C| — 1. A poset P is said
to be of length n iff there is a chain in P of length » and all chains in P
are of length < n. A poset P is of finite length iff it is of length n, for some
natural number n. (For the definition of chain, cf.[2, p.2]).

[2,p.1] A poset P can contain at most one element a which satisfies
a < z for all x € P. Such an element, if it exists, is denoted by 0, and is
called the least element of P.

[2,p.5] In a poset P of finite length with 0, the height hz] of an element
z € P is the lowest upper bound of the lengths of the chains 0 = zp < z; <
... < z; = z between 0 and z. Clearly h[z] = 1 iff = covers 0; such elements
are called “atoms” of P.

(2) [2,p.6 & 3,p.3] A poset (L, <) is a lattice if infimum of {a,b} and
supremum of {a,b} exist, for all a,b € L. We write inf{a,b} = aA b and
sup{a, b} = aVb and call A the meet and V the join of a and b respectively.

[3, p.20] The lattices Lo = (Lo, V,A) and £, = (L4, V, A) are isomorphic,
and the map ¢ : Lo — L, is an isomorphism iff ¢ is one-to-one and onto
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and (aVb)p =apVbp,(aAb)p=apAby for all a,b € Lo.

[2, p.16] By a complement of z in a lattice L with 0(the minimum element
in L) and I(the maximum element in L) is meant an element y € L such
that zAy = 0 and zVy = I; L is called complemented if all its elements have
complements. A lattice is called relatively complemented if all its (closed)
intervals are complemented.

(3) [3, p-225] A lattice L is called semimodular iff it satisfies for a,b €
L:a<bimpliesforce L:aVe<bVcoraVe=bdVe

[3, p.31] A lattice L is called complete if AH and VH exist, for any
subset H C L.

[3, p.106] Let L be a complete lattice and @ € L. Then a is called
compact iff a < VX, for some X C L, implies that a < VX, for some
finite X, C X.

A complete lattice is called algebraic iff every element is the join of
compact elements.

[3, p.234] A lattice L is called geometric iff L is semimodular, L is
algebraic, and the compact elements of L are exactly the finite joins of
atoms of L.

Lemma 2 (1) [3, p.226] Let L be a lattice of finite length. If L is
semimodular, then any two maximal chains of L are of the same length.

(2) [3, p-226] Let L be a lattice of finite length. The following conditions
on L are equivalent.

(i) L is semimodular.
(ii) For all a,b € L, if a # b,a and b cover a A b, then a V b covers a and b.

(3) [3,p-31] Let P be a poset in which AH exists, for all H C P. Then
P is a complete lattice.

(4) [2,p.81] In a semimodular lattice of finite length, if p is an atom,
then either p < a or a V p covers a.

Next we generalize the definition of isomorphic for two matroids of finite
cardinality (cf.[4, p.9]) to the matroids of arbitrary cardinality.

Definition 3 Two matroids M; = (E;, F;), where E; is of arbitrary car-
dinality and F; is the system of closed sets of M;, (i = 1,2), are isomorphic
if there is a bijection ¢ : E; — E, satisfying A € F; & ¢(A) € Fa. We
write M; ~ M, if M, and M, are isomorphic.

In this paper, we always suppose that M = (E, F) is a matroid of rank
m < oo with F as its closed sets.

2 The Lattice of closed sets of a matroid
We can associate with M = (E, F) a poset G(M) whose elements are the
closed sets of M ordered by inclusion. In this section, we will investigate
the properties of G(M).

Lemma 3 G(M) = (F, C) is a complete semimodular lattice with finite
length.
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Proof Obviously G(M) is a poset. At the same time, by (F2) in def-
inition 1 and lemma 1(2), one obtains Fy Ao = FNF,and F vV Fy =
om(F\UF,) for VFy, F, € F easily. Thus by lemma 1(1) and lemma 2(3), we
conclude that G(M) is a complete lattice. It is easy to see that h{(A) = p(A)
for VA € F according to lemma 1, especially h(E) = p(E) = m. This in-
duces that G(M) has a length m < oo.

Furthermore, from lemma 1(5) and lemma 2(2), it follows that the poset
G(M) is a complete semimodular lattice.

Remark 1 (1) Based on lemma 3 and lemma 2(1), we see that [1,Propo-
sition 2.8] becomes an evident result.

(2) N F and E are corresponding to the minimum element 0 and the
FeF
maximum element I of G(M), respectively.

We need the following lemmata to discuss the properties of G(M) to go
a step further.

Lemma 4 (i) In G(M), if F = \/ F, € F, then there exists a finite
aEA

subset {F1, ..., Fi} of {Fy : a € A} satisfying F = \/ F;j.

(ii) Every element in G(M) is compact and G(M ) is algebraic.
Proof F = \/ F, implies F, C F for V& € A. If there is one a € A

a
satisfying F’ = Fa,e':hen the result is evidently true. Thus, in what follows,
suppose F, C F for Ya € A. We proceed by induction on k = h(F).

Suppose the assertion is true for some n > 2, and k = n+ 1. Let
F\,F, € {Fy|a € A}.

If Fi vV F; = F, then the assertion is proved.

Thus assume Fy V F, # F. Since Fy V F; < VF, = F, one obtains that
there exists at least one F3 € {F,|a € A}\{F\, F2} satislying F1VF,VF3 #
Fy V F,, otherwise VF, = F V F, # F, a contradiction. By definition 2,
it follows h(F1) < h(Fy V F3) < h(Fy V F, V F3) < ... < h(F). Repeated
application of this argument yields F = F{ V Fo V F3V ...V F, by the
finiteness of A(F) — h(F1) < m, where Fj € {Fala€ A}, i =1,2,..,t,t <
h(F) = h(F1)+1 < oo.

(ii) is straightforward from definition 2, lemma 3 and (i).

Lemma 5 (i) For VF € F\0g, there exists s such that F = \7 A; holds,
i=1
where each A; is an atom in G(M), (i =1,2,...,s) and s < 00,0r = [\ F.

FeF
(ii) The set of atoms of G(M) is {o(z) |z € E\ Or}.
Proof Let F = {f; € E|i € I} € F. Then by lemma 1, F =
U {fi} C U o(0r U f;). However, OF, {f;} C F and lemma 1(2) implies

a(O}-Uf,) C U(F) F.Thus F = |J o(0rU f;) = o(|J o(0£ U f;)), and
i€z i€l
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so F = \/ a(0xU f;) holds in G(M). In view of lemma 4, this result means
i€l

F =\ a(0£U fi) (s < o) for certain fi, ..., fs € F.

i=1

If f; € Or holds for every ¢ € {1,...,s}, then F = O, a contradiction.
Besides, 0r < o(0x U f;) holds in G(M) when f; ¢ Or according to lemma
1(4) and lemma 3. Therefore, we assume o(0r U f;) #0r (i =1,...,s). In
addition, 0 < (0 U f;) means that o(0x U f;) is an atom in G(M). That
is to say, the required (i) follows.

0r C o(x) C 0(0x Uz) and O < o(0xUz) for z € E \ Ox taken
together gives (ii).

Theorem 1 G(M) is a geometric lattice with finite length.

Proof This is now straightforward from lemma 3, lemma 4, lemma 5
and definition 2.

Lemma 6 Let Fi,F, € F with F; C F; and z € F5 \ F. Then
o(F1Uz) =o(FLUo(z)) and o(z) £ F.

Proof By lemma 1(2), o(F; Uz) C o(Fy Ua(z)). On the other hand,
F1,{z} C F1 Uz yields Fy,0(z) C o(F, Uz), and further o(F; Uo(z)) C
o(a(F1 Uz)) = o(F, Uz). The above two hands taken together presents
o(FyUz) =o(F, Vo(z)).

o(z) £ Fy is evidently obtained.

3 Geometric lattices and simple matroids
From the results of the previous section, we know that G(M), the lattice
of closed sets of a matroid, is geometric. The main result of this section is
the converse.

Theorem 2 A lattice L is isomorphic to the lattice of closed sets of a
matroid if and only if it is geometric with finite length.

Proof We have shown in the last section that G(M) is geometric with
finite length, so let G be a finite length geometric lattice with A as its set
of atoms. Consider the collection F of subsets of A defined by:

F € F iffi 3g € G satisfying F = {a € A|a < g}.
Obviously, the maximum element I of G exists and I = V g, ie.

a€A
A € F. In other words, (F1) in definition 1 holds.
Let Fy,Fo e F.
Thenonegets \ z<VFi= V f,andso V z<(VR)A(VF).

TEFMNFy femn zEMNF,
If V =z < (VF)A(VF), this implies that 3y € A\ (F1 N F3)
zEMNFy
suits for y < (V) A(VE2),andso ( V z)Vy < (VF)A(VF). But

zEFMNF,
y < (VR)A(VF) < VF,VF tells us y € Fy, 5, whence, y € F1 N Fy, a

contradiction. Thatistosay, V z=(VFR)A(VF;)and iNF;eF.
zeMNFy
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Thus (F2) holds.

Since Fo U {z;} = Fy U z; is right here for Fy € F and z1,z2 € A\ Fp,
for simplicity, we only use Fo U z; for Fo U {z;} (: = 1,2).

Let F; = {a € Ala < V(Fo le)} and F = {b € Alb < V(F U.’L‘g)}.
Then Fy, F; € F. Further, we observe easily that {F € F|FoUz, C F} =
{FeF|FoUz, C F}iff F) = F.

Suppose {F € F|Fo Uz, C F} # {F € F| Fo Uz, C F}. One obtains
(V(Fouz1)) A (V(FoUz2)) = VFp because both V(Fp Uz;) and V(Fp U z3)
cover VFp according to lemma 2(4), i.e. (VF1)A(VF3) = VF,. By the proof
of (F2) above, we get (VF))A(VF;)= \/ z. Hence V(FiNF;) = VF,.

zEMNF,

Evidently Fo C LN F,. If Fy #FiNF,ie 3z e (AN F)\ Fo # 0,
then by lemma 2(4) and Fy € F, it follows that (VFp) V z covers VFp, a
contradiction to VFp = V(F1 N F3). Hence Fy = Fy N F;. Therefore, (F3)
in definition 1 holds.

The correctness of (F4) for (A, F) is easily gained by the finite length
of G and the definition of F.

Summing up the above, the required follows. Denote the matroid in-
duced by G by M(G).

Now writing A = {as | « € A}, consider the lattice G(M(G)) of closed
sets of M (G). If M(G) has closure operator o, it is easy to see that the map
¥ : G — G(M(G)) defined for any element X € G, by %(X) = o({a: €
A|i e I}), where {a; € A|i € T} is the set of atoms below X, is a lattice
isomorphism and hence G may be interpreted as the lattice of closed sets
of M(G).

Next we will prove that M(G) is simple.

Lemma 7 Let G be a geometric lattice with finite length. Then M(G)is
simple.

Proof By the definition of F in the proof of theorem 2, it is obvious
that any subset B C A with |B| <1 lies in 7. Thus M(G) is simple.

The importance of simple matroids lies in the following theorem.

Theorem 3 The correspondence between a finite length geometric
lattice G and the matroid M (G) on the set of atoms of G defines a bijection
between the category of finite length geometric lattices and the category of
simple matroids.

Proof By lemma 7, M(G) is simple and clearly G(M(GQ)) is canonically
isomorphic to G. Conversely, if G is the geometric lattice G(M) for a simple
matroid M, then M(G(M)) ~ M.

It is also useful to “translate” some of the results about geometric lat-
tices to a matroid framework. For example, a lattice is relatively comple-
mented, means in matroid language that given any closed sets A C B of
the matroid M and any closed set X, A C X C B, there exists a flat Y of
M such that XNY = A,0(X UY) = B. A geometric lattice is relatively
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complemented is proved by a purely lattice-theoretic method [2,p.88]. We
sketch a set-theoretic matroid proof.

Lemma 8 Any interval of a geometric lattice with finite length is geo-
metric.

Proof By theorem 3, in matroid language this says that given A, B € F
of the simple matroid M = (E,F),[A,B] = {X € F|AC X C B} is still
isomorphic to the lattice of flats of a simple matroid.

Let Eap ={X € F| X covers A in (E,F)and X C B},

Fap={Y CEas|l U U z€[4B]}
XeY xeX

and oy the closure operator of M.
By lemma 1(4), we see that X C B covers A in (E,F) if and only if
3z € B\ A, X = oum(AUz). Therefore Exp = {om(AUz) |z € B\ A}.
Fromlemma6,onehas X = |J om(AUz) for VX € [A, B, especially
z€X\A
B= |J om(AUz). Hence Eap € F4g, thus, (F1) in definition 1 is true
z€EB\A
for (EaB,FaB)-
We give two preliminary results that will be useful in the following proof.
Result (1): According to the definition of F4p and the above, one
obtains
F={omM(AUz,)|Ta € B\A,a€D}eFppaC= |J U ze€
a€D z€opm(AUZL)
[A, B].

Result (2): For C € [4, B] and z € B\ A, we will prove op(CUz) =
om(CUop(AUZ)). Since C, AUz C CUAUz = CUxz, by lemma 1(2), one
has C, 0 (AUz) C oy (CUz), and further, op (CUoy(AUZ)) C o (CUZ).
The converse inclusion is obvious.

Next we continue our proof.

Let F, = {UM(Auxa)lza € B\A a€ -A}:F2 = {aM(AUy, | Yi € B\
Ajie€eTI} e Fup. ThenC, = UAUM(AUxa) ,Ca = U om(AUy;) € [A, B),

and further CyNC; € [A, B]. However, F1 N Fy = {aM(A Uz)|dae Aie
T:2=2a =y} and C;NCy = Uop(AUd) where d € {zo]a € A} N
{v:i|i € T}. Hence, {omq(AUd)|d € {za|a € A}N{y|i€eI}} =FNF,.
Furthermore, Fy; N F, € F4p. That is to say, (F2) holds.

Assume Fy € Fap, X1, X2 € Eap\ Fo, ie.
Fo={om(AVz,y) |z, € B\A,v€E R}, X; =om(AUzZ;),z;5 € B\ A (=
1,2).
We see that

Fle{FeFa|U{X;}CF}iic'= |J Te{Ce[AB]|CuU

TeF

om(AUz;) CC}

according to the Result (2), where Co = |J om(AUzy) and opm(AUz,) €
vER
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By (VyeR).

That is to say, {F € Fap| FoU{X1} C F}= {F € Fap| FoU{X2} C F}
iff {C c [A, B] IColJO'M(AU:L']) C C} = {C € [A, B] ICOUO'M(AU.’L’Q) - C}

On the other hand, it is easy to see that
Co UO‘M(AUSC,') CCe [A, B] iff O'M(Co UGM(AU:Bi)) CCe [A, B], (7: =
1,2). ,

Considering with the above discussion, we have

CoUom(AUz;) C C € [A, B) if oM (CoUz;) CC€[A B),(j=1,2).
Therefore, {C € [A, B]| CoUom(AUz,;) C C} = {C € [4, B]| CoUay (AU
z2) C C} if and only if o (Co U z1) = om(Co U z3).

In addition, X; € Eap \ Fo presents z; € B\ Co,(j = 1,2). Thus by
lemma 1(2), one has either oy (Co U 1) = op(CoU z3) or opr(CoUzy) N
G‘M(Co Uxzy) = O’M(Co) = Cp.

Put C; =om(CoUz;),(j =1,2). Then Cj € [A,B),(j =1,2) ie
Ci= U om(AUz),Co= |J om(AUL,), where zg,t, € B\ Afor B €

BEB

wEW
BweW.

Let F; = {omM(AUz) |28 € B\ A, € B},F> = {om(AU )|t €

B\ A,w € W}. Then F\, F, € F4p. Similar to the proof for (F2), we have
G'M(Co Uzy) N O'M(Co Uz)=Coiff N Fy = F.

Summarizing the above, (F3) is correct for (E45,FaB).

Since pm(B) < pm(E) < oo, it is obviously to gain the truth of (F4)
for (EABg]:AB)-

In other words, (E4p, F4p) is a matroid. Obviously, it is a simple one.
According to Result (1) and theorem 3, we can simply say that [A, B] is a
simple matroid.

Theorem 4 A geometric lattice with finite length is relatively comple-
mented.

Proof By lemma 8 it is sufficient to show that a geometric lattice with
finite length is complemented.

Consider X, a closed set in the simple matroid M determined by the
geometric lattice G. Let y; ¢ X and X; = o(X Uy;). Then X; covers
X. Let y» € E\ X; and take X3 = o(X; Uyz) . Then X, covers X;.
Continuing in this way, by the finiteness of rank of M, we arrive at a set
X covering X,_; such that X, = E, where X, = o(X,_, Uy,).

Consider the set Y = o({y1,¥2, ..., %¢})-

Obviously, 0(XUY) = o(XUo({y1,¥2, --» 1t })) = o(XUo(1nU{y2, ..., %:})) =
o(XUnUa({y2, ..., ut})) = o(X1Uo({y2, ..., %)) = - = o(Xem1Uyr) = E.
Since F 3 (XNY)C X andy; € E\ X,one has y; € E\ (X NY) and so
o((XNY)Uy,) covers XNY. Because of g € E\ X; C E\a((XNY)Uy,)
where X; = o(X Uy,), one concludes that o(c((X NY)U y) Uzs) =
o((XNY)Uy Uys) covers a((X NY)U1,).

Repeated application of this augmentation yields
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o((XNY)UpmUypU...Uy) =Y.
Thus (X NY)Co((XNY)Uy) Co((XNY)UyUy)C---Cao((XN
YUy U..Uy)=Y
is a maximal chain between X NY and Y, and so p(Y) — p(X NY) = ¢.
However p(Y) = ¢t. Namely p(Y) — p(X NY) = p(Y).
Hence p(X NY) =0, say X NY = 0 according to the simplicity of M.
Therefore Y is a required complement of X.

References

(1] D. Betten and W. Wenzel, On linear spaces and matroids of arbitrary
cardinality, Algebra Universalis 49 (2003), 259-288.

[2] G. Birkhoff, Lattice Theory, 3rd. ed., (American Mathematical Society,
1967)

[3] G. Gritzer, General Lattice Theory, 2nd. ed., (Birkhduser Verlag, 1998)
[4] D.J.A. Welsh, Matroid Theory, (Academic Press Inc., 1976)
[5) N. White, Theory of Matroids, (Cambridge University Press, 1986)

32



La {—k}-autodualité des sommes
lexicographiques finies de tournois
suivant un 3-cycle ou un tournoi.critique

October 29, 2004

Houcine Bouchaala{® Youssef Boudabbous(®

(a) Département de la préparation Mathématiques-Physique, Institut prépara-
toire aux études d’ingénieurs de Sfax, Université de Sfax, BP 805, 3000 Sfax,
Tunisie. Tél: 00.216.74.24.14.03 E-mail: Houcine.Bouchaala@ipeis.rnu.tn

{b) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences de Sfax, Université de

Sfax, BP 802, 3018 Sfax, Tunisie, Tél: 00.216.74.27.49.23
E-mail: Youssef Boudabbous@Yahoo.fr

Abstract. Let T = (V, A) be a finite tournament with n > 2 vertices. The dual
of T is the tournament T* = (V, A*) defined by: for all z,y € V, (z,y) € A*
if and only if (y,z) € A. The tournament T is critical if T is indecomposable
and if for all z € V, the subtournament T(V — {z}) is decomposable. A 3-cycle
is a tournament isomorphic to the tournament T3 = ({0, 1,2}, {(0, 1), (1, 2),
(2, 0)}). Let F be a set of non negative integers k < n. The tournament T is
F-selfdual if for every subset X of V' such that | X |€ F, the subtournaments
T(X) and T*(X) are isomorphic.

In this paper, we study, for each integer k > 1, the {n — k}-selfduality of the
tournaments, with n > 4 + k vertices, that are lexicographical sums of tourna-
ments under a 3-cycle or a critical tournament. As application, we determine
for each integer k > 1, the tournaments, with n > 4 + k vertices, that are
{4,n — k}-selfdual.
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1 Préliminaires et présentation des résultats

1.1 Préliminaires

Un tournoi fini T est un couple (S, A), ot S est un ensemble fini, appelé
ensemble des sommets de T, et A est un ensemble de couples de sommets
distincts de T, appelé ensemble des arcs de T, vérifiant: pour tous z,y € S,
avec T # ¥, (z,y) € A si et seulement si (y,z) ¢ A. L'ordre de T est le cardinal
de S. Par commodité, pour tous z # y € S, * — y signifie (z,y) € A. Pour
tout € Set pourtout Y € S, z — Y (resp. Y — z) signifie z — y (resp.
y—x)pourtout y €Y.

Dans cet article, un tournoi désigne un tournoi fini et le cardinal d’un en-
semble fini E sera noté par | E|.

Etant donnés deux tournois T = (S, A) et T = (§, A’), une bijection f de
S sur S’ est un isomorphisme de T sur T si pour tous z,y € S, (z,y) € Asiet
seulement si (f(z), f(y)) € A'. Lorsqu'un tel isomorphisme existe, on dit que
T et T' sont isomorphes et on note T ~ T". Un automorphisme de T est un
isomorphisme de T sur lui méme.

Un tournoi T = (S, A) est un ordre total lorsque pour tous z,y,2 € S,
si (z,y),(y,2) € A, alors (z,z) € A. Dans ce cas, si S = {ay,...,a,} (ol
n > 2) et si pour tout i € {1,...,n — 1}, (ai,e:4+1) € A, alors on note T =
(a1 < ... < @,). Par exemple, l'ordre total usuel sur {1,...,n} (od n > 2)
est O, = (1 < ... < n). Un presgue-ordre total est un tournoi isomorphe au
tournoi obtenu & partir d’un certain Oy, (ot n > 3) en remplagant I'arc (1,n)
par l'arc (n,1). Un presque-ordre total & 3 sommets est un 3-cycle. On note T3,
le 3-cycle sur {0,1,2} telque 0 +1 —2— 0.

Etant donné un tournoi T = (S, A), & chaque partie X de S est associé le
sous-tournoi T(X) de T induit par X défini par T(X) = (X,AN (X x X)).
Par commodité, si X C S (resp. z € S), alors le sous-tournoi T'(S ~ X)) (resp.
T(S — {x})) est noté T — X (resp. T —z). Pour tout z € S, on dit que T' — x
est lp tournoi obtenu par la suppression du sommet = de 7.

Etant donné un tournoi T = (S, A), une partie X de S est un intervalle (7]
(ou un clan [6] ou un ensemble homogéne [9]) de T si pour tout z € S ~ X,
z — X ou bien X — z. Par exemple, 0, {z} ot z € S, et S sont des intervalles
de T, appelés les intervalles triviauxr de T. Un tournoi est indécomposable (7]
(ou primitif [6]) si tous ses intervalles sont triviaux et il est décomposable dans
le cas contraire. Un tournoi indécomposable T est critigue [17], si pour tout
sommet z de T, le tournoi T' — z est décomposable.

Afin de rappeler la caractérisation suivante des tournois critiques, due & J.
H. Schmerl et W. T. Trotter [17], nous définissons, pour tout entier h > 2, les
tournois Ty, Uy, et V;, sur {0,...,2h} comme suit.

o T1({0,...,h}) =(0<...<h), Ta({h+1,...,2R}) = (h+1 < ... < 2h)
et pout tout i € {0,...,h—1}, {i+1,...,h} =i+ h+1—{0,...,i}.
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o Un({0,...,h}) =(0<...<h), Us({h+1,...,2h}) = (2h < ... < h +1)
et pout tout i € {0,...,h—1}, i +1,...,h} =i+ h+1—{0,...,i}.

o Vi({0,...,20—1}) = (0 < ... < 2h —1) et {1,3,...,2h — 1} — 2h —
{0,2,...,2h - 2}.

Proposition 1 (J. H. Schmerl et W. T. Trotter [17]) A l'isomorphisme prés,
les seuls tournois critiques & au moins 5 sommets sont les tournois Ty, Uy, et
Vi ot h > 2.

Etant donné un tournoi H = ({1,...,n}, A) (ot n > 1), associons & chaque
sommet { de H, un tournoi R; = (S}, A;) de telle sorte que les ensembles S; soient
mutuellement disjoints. La somme lezicographique des tournois R; suivant H est
le tournoi noté H(R,, ..., R,) et défini sur la réunion des S; comme suit: étant
donnésu € S; et v € Sj, 0u 4, j € {1,...,n}, (u,v) est un arcde H(R;,..., R,)
lorsque ou bien 7 = j et (u,v) € A; ou bien i # j et (i,j) € A. Nous dirons
aussi que le tournoi H(R,, ..., R,) est obtenu a partir du tournoi H en dilatant
chaque sommet ¢ de H, par le tournoi R;. Dans le cas particulier ol tous les
tournois R; sont isomorphes & un méme tournoi 7, le tournoi H(R,, ..., R,) est
dit le produit lezicographique de H par . Par exemple, tout tournoi obtenu &
partir du tournoi T; en dilatant ’'un de ses sommets par un ordre total est un
presque-ordre total.

Un tournoi T & au moins 2 sommets est {~1}-monomorphe, s'il existe un
tournoi R tel que pour tout sommet = de T, T —z ~ R. Par exemple, pour tout
entier h > 1, on vérifie que le tournoi T}, le produit lexicographique du tournoi
Ty par un ordre total & au moins 2 sommets et le produit lexicographique du
tournoi T}, par un tournoi {—1}-monomorphe a au moins 3 sommets, sont des
tournois {—1}-monomorphes.

Un tournoi T = (S, A) est fortement conneze si pour tous £ # y € §, ils
existent zg,...,Tn, € S (ol n > 1) tels que ¢ = z, T, = y et pour tout
i€ {0,...,n—-1}, Ti = Tigl.

Rappelons la décompeosition de T. Gallai [9] pour les tournois.

Proposition 2 (T. Gallai [9]) Soit T un tournoi ¢ au moins 3 sommets.

(1) Le tournoi T est fortement connexe si et seulement si T' est une somme
lexicographique de tournois suivant un tournoi indécomposable H & au moins
3 sommets. (Le tournoi H est unique 4 l'isomorphisme prés, il est appelé le
squelette de T).

(2) Le tournoi T est non fortement conneze si et seulement si T est une
somme lezicographique de tournois suivant un ordre total & au moins 2 sommets.

A tout tournoi T = (S, A) est associé son tournoi dual T* = (S, A*) défini
par: pour tous z # y € S, (z,y) € A* si et seulement si (y,z) € A. Le tournoi
T est autodual s'il est isomorphe & son dual.
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A 'isomorphisme pres, ils existent deux tournois autoduaux & 4 sommets:
'ordre total et le presque-ordre total, et ils existent deux tournois non auto-
duaux & 4 sommets qui sont obtenus & partir d’un ordre total & 2 sommets,
en dilatant I'un de ses sommets par un 3-cycle; ces deux tournois sont dits
diamants.

Soient T = (S, A) un tournoi & au moins 2 sommets et F une famille d’entiers
non nuls tels que pour tout k € F, | k|<|S|. Le tournoi T est F-autodual si
pour tout k € F, si k > 0 (resp. k < 0), alors pour toute partie X de S telle
que | X |= k (resp. | X |= —k), le sous-tournoi T(X) (resp. T — X) est autodual.
Un tournoi T d’ordre n > 2 est fortement autodual, si T est autodual et est
{1,...,n — 1}-autodual. Par exemple, tout ordre total et tout presque-ordre
total, est un tournoi fortement autodual.

Rappelons maintenant, le résultat suivant qui découle d’un résultat di a G.
Lopez [12] sur le probiéme de reconstruction au sens de R. Fraissé [8].

Proposition 3 Etant donné un tournoi T & au moins 7 sommets, si T est
{1,...,6}-autodual, alors T est fortement autodual.

Rappelons ensuite le résultat suivant qui découle d’un résultat fondamental
de coloration en combinatoire, dit & M. Pouzet [15].

Proposition 4 Soit T un tournoi d’ordre n > 3. Si T est {g}-autodual ou
1 < g £ n -1, alors pour tout entier p tel que 1 < p < min(g,n —q), T est
{p}-autodual.

Des propositions 3 et 4, on déduit que pour tout entier k£ > 6 et pour tout
tournoi T & au moins 6 + k sommets, T est {—k}-autodual si et seulement si T
est fortement autodual.

1.2 Présentation des résultats

En 1976, K. B. Reid et C. Thomassen [16] ont caractérisé les tournois fortement
autoduaux. Ceci a suggéré 1'étude des tournois dont certains sous-tournois sont
autoduaux. Par exemple, en 1995, Y. Boudabbous et A. Boussairi [2], ont étudié
la {—3}-autodualité d’une certaine classe de tournois et en 2000, Y. Boudab-
bous, J. Dammak et P. Ille [3], ont caractérisé les tournois indécomposables dont
tous les sous-tournois indécomposables sont ‘autoduaux. Par ailleurs, il est clair
que tout tournoi est {2, 3}-autodual et que les tournois {4}-autoduaux, sont ex-
actement les tournois sans diamants. Ces derniers tournois ont été caractérisés
par C. Gnanvo et P. Ille [10] et par G. Lopez et C. Rauzy (13].

Proposition 5 (G. Gnanvo, P. Ille et G. Lopez, C. Rauzy [10, 13]) Etant donné
un tournoi T d au moins 5 sommets, T est sans diamants si et seulement si T
est soit un ordre total, soit une somme lexicographique d’ordres totauz suivant
un certain T, ot h > 1.
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En 1995, Y. Boudabbous et A. Boussairi (2] ont prouvé qu’un tournoi non
fortement connexe T & au moins 5 sommets est {—1}-autodual si et seule-
ment si T est un ordre total. Dans ce papier, nous commengons par établir
la généralisation suivante de ce résultat.

Proposition 6 Etant donnés un entier k > 1 et un tournoi non Jortement
conneze T & au moins 4 + k sommets, T est {—k}-autodual si et seulement si
T est un ordre total.

Ensuite, nous étudions pour tout entier & > 1, la {—k}-autodualité des
tournois fortement connexes T dont le squelette est soit un 3-cycle, soit un
tournoi critique.

Dans un premier temps, nous traitons le cas ol le squelette de T" est un
certain U, ou'V, ot h > 2. Dans ce cas, comme T a au moins 5 sommets,
alors il est clair que pour tout entier £k > 2, si T a au plus 3 + &k sommets,
alors T est {—k}-autodual. Ainsi, nous étudions pour tout entier ¥ > 1, la
{—k}-autodualité de T en supposant que T a au moins 4 + k sommets. Nous
obtenons.

Théoréme 1 Etant donnés un entier k > 1 et un entier h > 2, il n'existe aucun
tournoi fortement conneze & au moins 4+ k sommets, qui est {—k}-autodual et
dont le squelette est l'un des deux tournois Uy, et V.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons au cas ou le squelette de
T est un certain T, ou h > 1. Dans ce cas, il est clair que si T a au plus 5
sommets, alors il est autodual. Il s’ensuit que pour tout entier £ > 1, si T a au
plus 5 + k sommets, alors T est {—k}-autodual. Ainsi, nous étudions pour tout
entier k > 1, la {~k}-autodualité de T en supposant que 7" a au moins 6 + &
sommets.

Pour la {—1}-autodualité, nous établissons le théoréme suivant.

Théoréme 2 Soit T un tournoi fortement conneze & au moins 7 sommets, dont
le squelette est un certain Ty, ot h > 1. Le tournoi T est {—1}-autodual si et
seulement si l'une des huit situations suivantes est vérifide.

(a) k=1 et le tournoi T est un presque-ordre total.
(b) h >3 et le tournoi T est isomorphe au tournoi T},.

(¢) h 22 et le tournoi T est le produit lexicographique du tournoi T}, par un
ordre total & 2 sommets.

(d) h 21 et le tournoi T est le produit lezicographique du tournoi Ty, par un
tournoi T & au moins 3 sommets tel que T est autodual et {-1}-autodual.

(e) h > 2 et le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un
tournot qui est le produit lexicographique du tournoi T, par un ordre total
4 2 sommets.
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(f) h = 1 et le tournoi T est oblenu par la suppression d’un sommet d’un
tournoi qui est le produit lexicographique du tournoi T), par un tournoi v
@ au moins 3 sommets tel que T est autodual, {-1, -2}-autodual et {—1}-
monomorphe.

(9) h >3 et le tournoi T est isomorphe au tournot obtenu & partir du tournos
Th en dilatant un de ses sommets par un ordre total & 2 sommets.

(h) h = 2 et le tournoi T est isomorphe au tournoi ¢ 8 sommets, obtenu 4
partir du tournoi Ty, en dilatant chacun des sommets 0, 2 et 3 par un
ordre total & 2 sommets.

Pour la {-2}-autodualité, en nous basant sur le théoréme 2, nous obtenons
le résultat suivant.

Propaosition 7 Soit T un tournoi fortement connexe d¢ au moins 8 sommets,
dont le squelette est un certain Ty, ot h > 1. Le tournoi T est {—2}-autodual si
et seulement st l'une des quatre situations suivantes est vérifiée.

(a) h=1 et le tournoi T est un presque-ordre total.
(b) h =4 et le tournoi T est isomorphe au tournoi T.

() h > 2 et le tournoi T est le produit lezicographique du tournoi T}, par un
ordre total & 2 sommets.

(d) h > 1 et le tournoi T est le produit lezicographique du tournoi Ty par un
tournoi T & au moins 3 sommets tel que T est autodual, {-1, -2}-autodual
et {—1}-monomorphe.

Pour la {—3}-autodualité, en utilisant le théoréme 2 et la proposition 7, nous
obtenons le résultat suivant.

Proposition 8 Etant donné un tournoi fortement conneze T 4 au moins 9
sommets, dont le squelette est un certain Ty ot h > 1, le tournoi T est {-3}-
autodual si et seulement si T est un presque-ordre total.

Du théoréme 2 et des propositions 5, 7 et 8, découlent les corollaires 1, 2
et 3 suivants, qui déterminent pour tout £ € {1,2,3}, les tournois {4, —k}-
autoduaux, & au moins 6 + k£ sommets.

Corollaire 1 Etant donné un tournoi T ¢ au moins 7 sommets, T est {4, —1}-
autodual si et seulement si l'une des neuf situations suivantes est vérifiée.

(a) Le tournoi T est un ordre total.

(b) Le tournoi T est un presque-ordre total.
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(c) Le tournoi T est isomorphe a un certain Ty, ou h > 3.

(d) Le tournoi T est le produit lezicographique d’un certain T, ot h > 2, par
un ordre total & 2 sommets.

(€) Le tournoi T est le produit lezicographique d’un certain Ty ot h > 1, par
un ordre total & au moins 3 sommets.

(f) Le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un tournoi qui
est le produit lexicographique d’un certain Ty ot h > 2, par un ordre total
a 2 sommets.

(9) Le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un tournoi qui
est le produit lezicographique d’un certain Ty, ot h > 1, par un ordre total
& au moins 3 sommets.

(h) Le tournoi T est isomorphe au tournoi obtenu & partir d’un certain T), ot
h > 3, en dilatant un de ses sommets par un ordre total 4 2 sommets.

() Le tournoi T est isomorphe au tournoi ¢ 8 sommets, obtenu & partir du
tournoi Ty, en dilatant chacun des sommets 0, 2 et 3 par un ordre total &
2 sommels.

Corollaire 2 Etant donné un tournoi T & au moins 8 sommets, T est {4,~2}-
autodual si et seulement si 'une des cing situations suivantes est vérifide.

(a) Le tournoi T est un ordre total.
(b) Le tournoi T est un presque-ordre total.
(¢c) Le tournoi T est isomorphe & un certain T, ot h > 4.

(d) Le tournoi T est le produit lezicographique d’un certain Ty, ot h > 2, par
un ordre total & 2 sommets.

(e) Le tournoi T est le produit lezicographique d’un certain T, ot h > 1, par
un ordre total & au moins 3 sommets.

Corollaire 3 Etant donné un tournoi T & au moins 9 sommets, le tournoi T
est {4, ~3}-autodual si et seulement si T est soit un ordre total, soit un presque-
ordre total.

A aide des corollaires 2 et 3, on retrouve directement la caractérisation
suivante des tournois fortement autoduaux due & K. B. Reid et C. Thomassen
[16]).

Corollaire 4 (K. B. Reid et C. Thomassen [16]) Un tournoi T & au moins 8
sommets est fortement autodual si et seulement si T est soit un ordre total, soit
un presque-ordre total,
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Des résultats précédents découle le corollaire 5 suivant, qui répond en par-
ticulier dans le cas des tournois, a la question posée par A. Boussairi [4] qui
concerne la caractérisation des graphes orientés {—4}-autoduouz.

Corollaire 5 Etani donnés un entier k > 4 et un tournoi T & au moins 6 + k
sommets, les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Le tournoi T est {—k}-autodual.
(b) Le tournoi T est {—4}-autodual.

(c) Le tournoi T est soit un ordre total, soit un presque-ordre total.

Notons enfin que pour & € {1,2,3}, la caractérisation des tournois {—k}-
autoduaux, reste encore un probléme ouvert. En particulier, pour k = 3, A.
Boussairi [5] a donné la conjecture suivante.

Conjecture 1 (A. Boussairi [5]) Tout tournoi {—3}-autodual d’ordre suffisam-
ment grand est fortement autodual.

En revanche, Y. Boudabbous et A. Boussairi [2] ont obtenu en 1995, la
réponse partielle suivante & la conjecture 1.

Proposition 9 (Y. Boudabbous et A. Boussairi [2]) Soient un entier n > 12
et C la classe des tournois & n sommets dont tous les sous-tournois a (n — 3)
sommets sont décomposables. Pour tout T € C, T est {—3}-autodual si et
seulement si T est fortement autodual.

2 Preuve de la propsition 6
Pour la preuve, nous donnons d’abord la remarque suivante.

Remarque 1 Soit T un tournot non fortement conneze qui n'est pas un ordre
total. De la proposition 2, découle que T = Og(Ry,...,Rg) 0iq>2, Ry,..., R,
sont des tournois tels que pour tout i € {1,...,q — 1}, R; et Riy1 ne sont pas
simultanément des ordres totaux et pour tout i € {1,...,q}, le tournoi R; est
soit un ordre total, soit fortement connexe. On vérifie alors que T est autodual
si et seulement si pour touti € {1,...,q}, Ri =~ (Rgt1-4)*-

La preuve de la proposition 6 utilise en outre les deux lemmes suivants, dont
le premier découle d’un résultat dii & F. Harary et E. Palmer [11] sur le probléme
de reconstruction au sens d’Ulam [18].

Lemme 1 Tout tournoi non fortement conneze et {—1}-autodual, ¢ au moins
5 sommets, est autodual.



Lemme 2 (J. W. Moon [14]) Tout tournoi T fortement conneze ¢ au moins 4
sommets admel au moins un sommet x tel que T — x est un tournoi fortement
conneze.

Preuve de la proposition 6. La condition suffisante étant évidente, on
va montrer la condition nécessaire en distinguant suivant la valeur de ’entier k,
les 4 cas suivants. '

e Cas 1. Si k = 1. (On donne ici une autre preuve que celle donnée dans [2]).
Soit T un tournoi non fortement connexe {—1}-autodual & au moins 5 sommets.
Raisonnons par ’absurde et supposons que T' n’est pas un ordre total. D’aprés
la remarque 1, T = Oy(Ry,...,R,) ot ¢ > 2, Ry,..., Ry sont des tournois tels
que pour tout ¢ € {1,...,q — 1}, R; et R;1; ne sont pas simultanément des
ordres totaux et pour tout ¢ € {1,...,q}, le tournoi R; est soit un ordre total,
soit fortement connexe. D’aprés le lemme 1, le tournoi T est autodual. De la
remarque 1, découle alors que pour tout i € {1,...,q}, R; = (Rg41-4)* €t en
particulier, R; ~ (R,)*. Distinguons les 4 sous-cas suivants.

o Si R; est un tournoi fortement connexe & au moins 4 sommets. D’aprés
le lemme 2, il existe un sommet z de R; tel que R; — z est fortement connexe.
Ainsi, T — z = Oy(Ry — z,Ra,...,R,y). D’aprés la remarque 1, Pautodualité
de T — z entraine alors que (R; — z) =~ (R,)*; ce qui contredit le fait que

Ry = (Ry)*.
o Si Ry est un 3-cycle. Soit z un sommet de R;. En distinguant les deux
cas suivant la forte-connexité de Rz, on peut voir que T — z = Op(Ry, ..., Rp)

ou p € {g— 1,9}, R} est un ordre total et R, = R,. D’aprés la remarque 1,
I'autodualité de T — z entraine que R} = (Ry)*; ce qui contredit le fait que R,
est un 3-cycle, puisque R; = (R,)*.

o Si R; est un ordre total 2 au moins 2 sommets. Dans ce cas, en considérant
un sommet T de R;, on voit que T'—z = Oy(R;—=, ..., Ry). D’aprés la remarque
1, Pautodualité de T’ — z entraine que (R; — z) = (R,)*; ce qui contredit le fait
que R; =~ (Ry)*.

¢ Si R; admet un seul sommet x. Dans ce cas, R, admet aussi un seul
sommet y et Ry est un tournoi fortement connexe a au moins 3 sommets. Ainsi,
T -z =043(Ry...,R,;). D’aprés la remarque 1, Fautodualité de T — z en-
traine que Rz = (R4)*; ce qui est absurde.

e Cas 2. Si k = 2. Soit T un tournoi non fortement connexe {—2}-autodual
a au moins 6 sommets. Si pour tout sommet z de T, le tournoi T' — z est non
fortement connexe, alors d’aprés le cas 1, pour tout sommet = de T, le tournoi
T -z est un ordre total, et par suite, T" est aussi un ordre total. Supposons donc
qu'il existe un sommet = de T tel que T — z est fortement connexe. D’aprés la
remarque 1, T = O(Ry, R;) ou R; et R sont des tournois dont 'un admet z
comme seul sommet et I’autre est fortement connexe & au moins 5 sommets. En
utilisant le lemme 2, on peut voir qu’il existe un sommet y de 7" tel que T — y
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est un tournoi non fortement connexe qui n’est pas un ordre total. D’aprés le
cas 1, T — y est donc non {-1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est
{—2}-autodual.

e Cas 3. Si k = 3. On fait un raisonnement analogue & celui du cas 2, en
utilisant ce dernier & la place du cas 1.

e Cas 4. Si k > 4. Soit T un tournoi non fortement connexe {—k}-autodual

3 au moins 4 + k sommets. D’aprés la proposition 4, T est {4}-autodual et par

suite, T est sans diamants. Comme toute somme lexicographique de tournois

suivant un certain Tj, (ot k > 1) est un tournoi fortement connexe, alors d’aprés
la proposition 5, le tournoi T est un ordre total.

(m}

3 Preuve du théoréme 1
Considérons d’abord la remarque générale suivante.

Remarque 2 Soient un entier n > 3 (resp. n' 2 3) et un tournoi T =
H(py,...,pn) (resp. T' = H'(},...,P,)), ot H (resp. H') est un tournoi sur
{1,...,n} (resp. {1,...,7'}) et pour touti € {1,...,n} (resp. i € {1,...,7}),
pi (resp. p)) est un tournoi sur un ensemble S; (resp. S;). Les assertions
suivantes sont vérifides.

(a) Sin=n'ets’il e:m'ste un isomorphisme @ de H sur H' tel que pour tout
ie{l,...,n}, p; ~ w(‘), alorsT ~T.

(b) SiT et T' sont isomorphes et si H ou H' est indécomposable, alorsn =n’
et tout isomorphisme f de T sur T, induit un isomorphisme | de H sur
H' tel que pour tout i € {1,...,n}, f(Si) = f( "

La preuve du théoréme 1, utilise en outre, les trois lemmes et la remarque
qui suivent.

Lemme 3 Pour tout entier h > 2, il existe un seul isomorphisme @y, de Uy, sur
(Un)*. De plus, pn est involutif et admet un seul point fize T, et T, est défini
[k si h est pair

pori oh = Bt1 i h est impair

Preuve. 1l est clair que le seul isomorphisme (pn)1 (resp. (pn)2) de l'ordre
total Un({0,...,h}) (resp. Un({h +1,...,2h}) sur son dual, est défini par
(n)1(t) = h —t pour tout ¢t € {0,...,h} (resp. (pn)2(t) = 3h+1 -1t pour tout
te {h+1,...,2h}). Soit ;4 la permutation de {0,...,2h} définie par
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o h-t site{0,...,h}

onlt) = { Sh+1—t site{h+1,...,2h}

On vérifie que 5, est un isomorphisme de Uy, sur (U )* vérifiant les propriétés
de I'énoncé. Reste & montrer I'unicité d’un tel isomorphisme de Uy sur (Up)*.
Pour cela, considéroms la notation suivante.

Pour tout tournoi T = (S, A), on note par C(T’), I'ensemble des sommets
z de T vérifiant: il existe une partie X de S telle que T(X) est un 3-cycle
et T(X U {z}) est un diamant. Remarquons que d’aprés le lemme 11 de [3],
C(Un)={h+1,...,2h}.

Considérons maintenant un isomorphisme f de U, sur (Up)*. On a f(C(Uy))
=C((Un)*). Comme C(Up) = C((Up)*) = {h+1,...,2h}, alors f({h+1,...,2h})
= {h+1,...,2h} et il s’ensuit que f({0,...,h}) = {0,...,h}. Ainsi, f induit
un isomorphisme f; (resp. f2) de Up({0,...,h}) (resp. Up({h +1,...,2h})) sur
son dual. Il s’ensuit que f; = ()1 et f2 = (pn)2 et par suite, f = @y

(]

Lemme 4 Pour tout entier h > 2, il existe un seul isomorphisme 1y, de Vi, sur
(Va)*. De plus, 1y, est involutif et admet le sommet yp, = 2h comme seul point

fize.

Preuve. 1l est clair que la permutation ¥, de {0,...,2h} définie par: ¥(2h) =
2h et pour tout ¢t € {0,...,2h — 1}, ¥4(¢) = 2h — 1 — ¢, est un isomorphisme
involutif de V}, sur son dual, ayant le sommet 2k comme seul point fixe. Reste &
montrer 'unicité d’un tel isomorphisme de Vj, sur (V,)*. Pour cela, considérons
un isomorphisme f de V, sur (V4)*. Comme 2h est le seul élément de {0, .. .,2h}
par lequel passent tous les 3-cycles de V4, et de (V3)*, alors f(2h) = 2h. Ainsi,
f induit un isomorphisme de I'ordre total V;({0,...,2h — 1}) sur son dual. Il
en découle que f = .

a

De la remarque 2 et des lemmes 3 et 4, découle le lemme suivant.
Lemme 5 Soit un tournoi T = H(po,...,pan) ot h > 2, H = Uy (resp. H =
Vi) et pour tout i € {0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S; et soit

on (resp. ¥n) le seul isomorphisme de Uy, sur (Up)* (resp. Vi sur (Vi)*). Le
tournoi T est autodual si et seulement si pour touti € {0,...,2h}, p; ~ (Pon(a))*

( resp. pi = (py,())*)-

Remarque 3 (1) Pour le tournoi Uy, ( ot h > 2), les assertions suivantes sont
vérifices.

(a)WUg —{2,4} =T et pour h >3, Up — {h,2h} ~Up_;.
(6) Uz~ {0,3} =Ty et pourh >3, Up — {0,h +1} ~ Un_1.

(¢) Pour h > 2, Up — {h} = O2(Ri1,R2) ot Ry est le tournoi dont le seul
sommet est 2h et Ry est le tournoi fortement connexe Uy, — {h,2h}.
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(d) Pour h > 2, U, — {0} = Oz2(Ry, Rz2) ot Ry est le tournoi dont le seul
sommet est h+ 1 et Ry est le tournoi fortement conneze Uy, — {0,h +1}.

(2) Pour le tournoi Vi, ( ot h > 2), les assertions suivantes sont vérifices.
(@) V2 —{2,3}~T) et pourh >3, Vh — {2h — 2,2h - 1} ~ V} ;.
(6) Va-{0,1} =T et pour h >3, Vp — {0,1} = Vj_;.

(¢) Pour h > 2, Vi, — {0} = O2(Ry, Rz) ou Ry est le tournoi dont le seul
sommet est 1 et Ry est le tournoi fortement conneze Vi, — {0,1}.

(d) Pour h >2, V), — {2h ~ 1} = O2(Ry, R2) ot Ry est le tournoi dont le seul
sommet est 2h — 2 et Ry est le tournoi fortement conneze
Vi — {2h—2,2h - 1}.

Preuve du théoréme 1. Pour la preuve, soit un entier k£ > 1 et supposons
par 'absurde qu'il existe un tournoi {—k}-autodual & au moins 4 + k sommets
T = H(pq,-..,p2n), o0 h > 2, H € {Up, V} et pour tout i € {0,...,2h}, p; est
un tournoi sur un ensemble S;. Suivant les valeurs de I’entier k, on distingue
les quatre cas suivants.

e Cag 1. Sik=1. Notons d’abord que de la remarque 3 découle que pour
tout entier h > 2 et pour tout H € {Uy, V4 }, il existe un sommet ¢ de H tel que
H~1i=0,(Ry, Ry) ol R; est un tournoi & un seul sommet et R; est un tournoi
fortement connexe & au moins 3 sommets. D’aprés la remarque 1, H — % est un
tournoi non autodual et par suite, H est non {—1}-autodual. 11 s’ensuit que T
est décomposable. Notons aussi que pour tout i € {0,...,2h}, si | S;[|> 2, alors
pour tout z € S;, T — = = H(pg, . .., py,) ol pour tout ¢ € {0,...,2h},

, | m sit#1

Pe=Y pi—z sit=i

Soient py, le seul isomorphisme de H sur H* et z, le seul point fixe de pp
(voir les lemmes 3 et 4). La preuve se fait en 4 étapes.

Etape 1. Pour tout i € {0,...,2h} —{zs}, 8i | S;|> 2, alors |Soncy I=1Si| —1.
En effet: soit i € {0,...,2h} — {2} tel que | S;|> 2 et soit z € S;. D’aprés le
lemme 5 et le fait que py(Z) # i, I'autodualité de T — x entraine que p; — & ~
(Ppn(s))*- 1l s’ensuit que | S, i) |=|Si| —1.

Etape 2. Pour tout i € {0,...,2h} — {z}, |Si|< 2.
En effet: raisonnons par 'absurde et soit j € {0,...,2h} ~ {25} tel que |S;|> 3.
D’aprés I'étape 1, | S, (j) |=|S;j| —1. Comme |S;| —1 > 2 et pi(j) # 2z, alors
d’aprés Pétape 1, |S,, (on(i)) | = | Sonti)| =1 =IS;j| —2. Comme py, est involutif,
alors | S;|=|S;| —2; ce qui est absurde.



Eta.pe 3. Le tournoi T admet exactement un seul intervalle non trivial.
En effet: raisonnons par I'absurde et soient j; # ja € {0,...,2h} tels que
| Siy 12 2, | Sj, |2 2 et j1 # zp. D’aprés Détape 2, | S;, |= 2 et par suite,
d’aprés I'étape 1, | Sp,(;,) [= 1. Ainsi, pp(j1) # j2. Soit y € Sj;. Comme
jo & {J;,p;,(]l)}, alors I’autoduahté de T — y entraine que p;, = (p,,(j,))*
Ainsi, | Sj, |=|Sp,(,) |; ce qui est absurde.

Etape 4. Le tournoi T n’est pas {—1}-autodual.

En effet: on va montrer qu'il existe un sommet z de T tel que T—z = O2(R,, R;)
ol R; et R, sont deux tournois dont I'un a au plus 2 sommets et 'autre est un
tournoi fortement connexe & au moins 3 sommets (ce qui permet de conclure
grace & la remarque 1).

Pour cela, si H = Uy, (resp. H = V}.), alors on note: ap = h, aj = 2h,
Bn=0¢et B, =h+1(resp. o =0, a) =1, Brn =2h—1et B, =2h—2).
Remarquons que 2z, ¢ {an, 0}, 81,05} et distinguons les deux cas suivants.

¢ 8i S,, est un singleton {z}. Dans ce cas, d’aprés la remarque 3, H-ap=
03(£1,€2) ol1 £ est un tournoi dont le seul sommet est of, et & est un tournoi
fortement connexe & au moins 3 sommets. Il s’ensuit que T — z = O, (p.,,' Ry)
ol R, est un tournoi fortement connexe & au moins 3 sommets (R est une
somme lexicographique suivant §;). Comme aj, # zj, alors d’aprés I'étape 2,
Pa;, & au plus 2 sommets; ce qui permet de conclure.

¢ Si §,, n'est pas un singleton. Dans ce cas, d’aprés les étapes 2 et 3,
| Sa,, |= 2 et pour tout i € {0,...,2h} — {an}, |S;|= 1. D’aprés la remarque 3,
H - Bp = O2(£1,£2) ot &; est un tournoi dont le seul sommet est 3}, et & est un
tournoj fortement connexe & au moins 3 sommets. En posant Sp, = {z}, on en
déduit que T — z = O2(Ry,pg;) oli Ry est un tournoi fortement connexe & au
moins 3 sommets (R; est une somme lexicographique suivant £;). On conclut
en remarquant que | Sg; |= 1.

e Cas 2. Si k = 2. Dans ce cas, nous distinguons les deux sous-cas suivants.

o Si le tournoi T est indécomposable, alors d’aprés la remarque 3, il existe
un sommet z de T tel que T — z = Oz(R;,Ry) oll R est un tournoi & un
seul sommet et Rz est un tournoi fortement connexe & au moins 4 sommets.
Ainsi, T — z est un tournoi & au moins 5 sommets, non fortement connexe et
{—1}-autodual, qui n’est pas un ordre total; ce qui contredit la proposition 6.

© Si le tournoi T est décomposable, alors pour z € S; ol i € {0,...,2h} et
|S:|> 2, le tournoi T' — z contredit le cas 1.

e Cas 3. Si k = 3. On fait un raisonnement analogue & celui du cas 2, en
utilisant ce dernier & la place du cas 1.

o Cas 4. Si k > 4. Dans ce cas, d’aprés la proposition 4, le tournoi T est {4}-

autodual. D’ol, T est un tournoi sans diamants et par suite, le tournoi H est
sans diamants; ce qui contredit le fait que Ux({0, 1, h+1,2h}) et V3 ({0, 1,2k, 2})
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sont deux diamants.

4 Preuve du théoréme 2

Notations 1 Dans toute la suite de ce papier, étant donné un tournoi T =
Tw(po,...,p2n) 0 b > 1 et pour tout ¢ € {0,...,2h}, p; est un tournoi sur
un ensemble S;, on note Z(T) = {i € {0,...,2h}; | Si |> 2} et pour tout
entier naturel k, on note Zx(T) = {i € {0,...,2h}; |Si|= k}, Pu(T) = {S;;
i € Zp(T)} et ng(T) = | Zx(T)|. Si de plus T est {—1}-autodual, alors pour
tout sommet z de T, on désigne par fz, un isomorphisme du tournoi T — z sur
son dual.

Pour tout entier h > 1, l'ensemble des permutations circulaires sur {0, ..., 2h}
sera noté O, et Uapplication identique de {0, ...,2h} sera notée mo.

4.1 L’autodualité d’un tournoi fortement connexe dont le
squelette est un certain T, ol A > 1

Dans cette partie, nous donnons quelques résultats sur 'autodualité d'un tournoi
fortement connexe dont le squelette est un certain Tj (od h > 1), qui seront
utiles pour la preuve du théoréme 2.

Rappelons d’abord le lemme suivant.

Lemme 6 (C. Gnanvo et P. llle [10]) Pour tout entier h > 1, l'ensemble des
automorphismes du tournoi Tj, est égal é Q.

Etablissons maintenant le lemme suivant.
Lemme 7 Soit un entier h > 1. Les assertions suivantes sont vérifées.

(1) Soit 8y la permutation de {0, ..., 2h} définie par: pour touti € {0,...,2h},
6o(i) = —i modulo 2h + 1.
(a) La permutation 6y est un isomorphisme involutif du tournoi Ty sur
son dual ayant le sommet 0 comme seul point fize.
(b) L’ensemble des isomorphismes du tournoi T), sur son dual est égal &
{60 o 7; ™ e U},
(2) Soient i) # iz € {0,...,2h} etig Ventier de {0,...,2h} défini par:
iz 8i iy + 1 est pair
i = bﬁz‘%zﬂ+h 8i iy + 12 est impair et i +i2 <2h ~1
b¥hazl _h o sidy +ig est impair et 2h+1< iy +iz
Soit ®(, ) la permutation de {0,...,2h} définie par: pour tout i €
{o,..., 2h}, @(ix,iz)(i) = i3 + 12 — ¢ modulo 2h + 1.
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(a) La permutation ®;, ;,) est involutive et est le seul isomorphisme I
du tournoi T, sur son dual vérifiant f(i;) = i,.

(b) L’entier iy est le seul point fixe de iy ,00)-

Preuve. (1) (a) Conséquence directe de la morphologie du tournoi Tj,.
(b) Découle de (a) et du lemme 6.

(2) (a) Notons d’abord que la permutation P, i5) €8t clairement involutive.
Remarquons ensuite que ®D(;,,42) = 60 0 ™ ol 7 est I'élément de Q}, défini par;
pour tout i € {0, ..., 2h}, 7(s) = i~ (i) +42) modulo 2h+1. Ainsi, d’aprés (1)(b),
®(i,,i,) est un isomorphisme du tournoi T}, sur son dual vérifiant Di,,i) (1) = 2.
Inversement, si f est un isomorphisme du tournoi T} sur son dual vérifiant
f(i1) = i, alors d’aprés (1)(b), il existe une permutation 7' € Qp telle que
f =060 0on'. D'ol, #'(i) = —iz modulo 2k + 1 et par suite, 7'(i;) = n(%1).
Ainsi, 7' =7 et f = ¥, 5,).

(b) Remarquons d’abord que:
1414 —1p 8i ¢ + g est pair
ig = G+d—dp+(2h+1) sid +ip est impair et ¢ +4; < 2h -1
81 +42 —Gg— (2h+1) sid; + iz est impair et 2h+ 1 < 4; +14p
Il g’ensuit que $;, i) (f0) = %0. Ensuite, supposons par I'absurde qu'ils existent
th # & € {0,...,2h} tels que q’(i,,i,)(tl) =1 et Q(i;,i,)(tz) = t3. On peut
supposer que dans Th, t; — t3. D'ol, dans (T},)*, Piyia)(81) = B3y i) (E2) et
par suite, dans (T},)*, t; — ¢3; ce qui est absurde.
a

Du lemme 7 et de la remarque 2 découle le corollaire suivant.

Corollaire 6 Soient un entier h > 1, i) # i € {0,...,2h} et un tournoi
T = Tu(po,---,p21n) ot pour tout i € {0,...,2h}, p; est un tournoi sur un
ensemble S;. SiT est autodual et si f est un isomorphisme de T sur T* tel que
f(Si,) = Si,, alors les assertions suivantes sont vérifices.

(1) (a) Pour tout i € {0,...,2h}, £(S:) = Si,1ip—i 06 Ventier iy + iz — i est
considéré modulo 2h + 1.

(b) Pour touti € {0,...,2h}, (fof)(S;) = S;.
(2) Soit ig Ventier de {0,...,2h} défini par:
bif si iy +iz est pair
ip = 5*%2-'*—1+h 8ty +1ip est impair et iy +ip < 2h —1
L=l _h sid) +ip est impair et 2h+1 < iy +14p
Lentier ig est le seul élément j de {0, ...,2h} vérifiant f (S;)=38;.

Nous obtenons maintenant, le corollaire suivant qui caractérise 'autodualité
d’un tournoi fortement connexe dont le squelette est un certain Thouh>1.
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Corollaire 7 Soit un tournoi T = Th(po,...,p2n) 0t h > 1 et pour tout i €
{0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S;. Le tournoi T est autodual
si et seulement s'il existe ig € {0,...,2h} tel que pour tout j € {0,...,h},
Pio+j = (Pio—j)* 0t do +J etio —j sont considérés modulo 2h + 1. Lorsqu’un
tel iy eziste, on dit que T est symétrique par rapport & S;,.

Preuve. La condition nécessaire découle du corollaire 6.
Pour la condition suffisante, il suffit de remarquer que pour tout i € {0,..., 2k},
i = (P2ig—i)* Ol 2ip —1 est considéré modulo 2h+1, puis d'utiliser I’application
®(io,io) donnée par le lemme 7 et d’appliquer la remarque 2.

]

Des deux corollaires 6 et 7, découle la remarque suivante.

Remarque 4 Soit un tournoi T = Ti(po,...,p2n) 04 h > 1 et pour tout
i €{0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S; et soit j € {0,... ,2h}. Le
tournoi T est syméirique par rapport & S; si et seulement s’il existe un isomor-
phisme f de T sur T* tel que f(S;) = Sj.

De la proposition 5 et du corollaire 7 découle la remarque suivante qui car-
actérise les tournois sans diamants autoduaux et qui ne sont pas des ordres
totaux.

Remarque 5 Soit un tournoi sans diamants T = Ty(po,-. -, pap) ot h > 1 et
pour tout i € {0,...,2h}, p; est un ordre total sur un ensemble S;. Le tournoi
T est autodual si et seulement sil eziste ip € {0,...,2h} tel que pour tout
j€{1,...,h}, | Sig=j | = |Sio+i| 0t io —j et ig + j sont considérés modulo
2h+1.

A la fin de cette partie, nous donnons le lemme suivant qui découle directe-
ment du corollaire 7.

Lemme 8 Soit un tournoi T = Th(po,...,P2n) 08 h > 1 et pour tout i €
{0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S;. Si T est autodual, alors il
est symétrique par rapport & un certain Si, ot ig € {0,...,2h}, et Uentier | S;, |
est le seul parmi les entiers naturels k tels que Uentier ni(T) soit impair.

4.2 Preuve du théoreme 2

Notons d’abord que de la morphologie du tournoi Ty (olt & > 1), découle la
remarque suivante.

Remarque 6 Soit un tournoi T = Th(po,...,P2n) 08 h > 1 et pour tout i €
{0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S; et soient k € {0,...,2h} et
x € Skg. :
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(a) Si|Sk|>2, alors T —x = Ty(pp,- .., Phy) ot
P = P sij#k
2 Pr—z Stj=k
(b) Si|Sk|=1etsih>2 alorsT -z = Ta1(Pgs -+ 2 Pop_g) O

T(Shak U Shik+1) 5ij=0
P; = Phik+jel, sil<j<h-1
Phtk+j+2 sth<j<2h-2

(les indices sont considérés modulo 2h + 1)

(c) Si|Skl=1etsih=1, alorsT —z = Ox(prs1,Prs2) O k+1 et k+2
sont considérés modulo 3.

Notons maintenant que si un tournoi T vérifie I'une des situations citées
dans le théoréme 2, alors, en utilisant le corollaire 7 et la remarque 6, on peut
voir que T est {—1}-autodual.

Ainsi, pour la preuve du théoréme 2, on considére un tournoi {—1}-autodual
an 2 7 sommets: T = Th(po,...,p2n) oll k> 1 et pour tout i € {0,...,2k}, p;
est un tournoi sur un ensemble S; et on pose m = max({|S;|; i € {0,...,2h}}).
Sim = 1, alors le tournoi T se trouve dans la situation (b) du théoréme 2. Dans
la suite, on suppose donc que m > 2. En discutant suivant les valeurs de m et
de h, la preuve du théoréme 2 est donnée par les trois propositions suivantes.

Proposition 10 Si h = 1, alors m > 3 et le tournoi T vérifie l'une des trois
situations suivantes.

(a) Le tournoi T est un presque-ordre total.

(b) Le tournoi T est le produit lezicographique du tournoi Ty par un tournoi
T @ m sommets tel que T est autodual et {-1}-autodual.

(c) Le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un tournoi qui
est le produit lexicographique du tournoi Ty par un tournoi v & m sommets
tel que 7 est autodual, {-1, -2}-autodual et {—1}-monomorphe.

Proposition 11 Sih > 2 et si m > 3, alors le tournoi T vérifie 'une des deus
situations suivantes.

(a) Le tournoi T est le produit levicographique du tournoi T) par un tournoi
T & m sommets tel que T est autodual et {-1}-autodual,

(b) Le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un tournoi qui
est le produit lezicographique du tournoi Ty, par un tournoi v ¢ m sommets
tel que T est autodual, {-1, -2}-autodual et {—1}-monomorphe.

Proposition 12 Si h > 2 et si m = 2, alors le tournoi T vérifie l'une des
quatre situations suivantes.
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(@) Le tournoi T est le produit lezicographique du tournoi Ty per un ordre
total ¢ 2 sommets.

(b) Le tournoi T est obtenu par la suppression d’un sommet d’un tournoi qui
est le produit lexicographique du tournoi T, par un ordre total a2 sommets.

(c) h >3 et le tournoi T est isomorphe au tournoi obtenu & partir du tournoi
Ty en dilatant un de ses sommets par un ordre total a 2 sommets.

(d) h = 2 et le tournoi T est isomorphe au tournoi & 8 sommets, obtenu &
partir du tournoi Ty, en dilatant chacun des sommets 0, 2 et 3 par un
ordre total & 2 sommets.

Pour la preuve de ces propositions, rappelons d’abord le lemme 9 (resp.
lemme 10) suivant, qui découle d’un résultat sur le probléme de reconstruction
au sens d’Ulam [18], dit & M. Basso-Gerbelli et P. Ille [1] (resp. C. Gnanvo et
P. 1lle [10]).

Lemme 9 Soient un entier p > 3 et un tournoi R = H(Ry,...,Rp) ot H est
un tournoi indécomposable sur {1,...,p} et pour tout i € {1,...,p}, R; est un
tournoi sur un ensemble &;. Si le tournoi R est {—1}-autodual et s’ils existent
i1 #142 € {1,...,p} tels que min(|&;, |,|&,|) = 2, alors pour touti € {1,...,p},
le tournoi R; est autodual.

Lemme 10 Etant donné un tournoi R sans diamants, ¢ au moins 7 sommets,
i R est {—1}-autodual, alors R est autodual.

Dans un premier temps, nous établissons les deux lemmes suivants.
Lemme 11 Si | Z(T)|=1 et sim > 3, alors T est un presque-ordre total.

Preuve. Supposons que | Z(T) |= 1 et que m > 3. Sans perdre de généralité,
on peut supposer que Z(T') = {0}. Il s’ensuit que | Sp |[= m et que pour tout
ie{l,...,2h},|Si|= 1. Posons S = {a} et Sz = {b}. Il s’agit de montrer que
h =1 et que pp est un ordre total. Supposons par I'absurde que A > 2. D’aprés
la remarque 6, le tournoi T — a est isomorphe au tournoi, obtenu & partir du
tournoi Tj,—1, en dilatant le sommet 0 par py et le sommet A par un ordre total
3 2 sommets. Comme m > 3, alors ny(T —a) = nu(T) =let na(T —a) =1
et par suite, d’aprés le lemme 8, T' — a est donc non autodual; ce qui contredit
la {—1}-autodualité de T. Ainsi, h = 1. Comme pour tout z € So, T — x est
autodual, alors d’aprés le corollaire 7, pg est {—1}-autodual. Si py est fortement
connexe, alors d’aprés la remarque 1, le tournoi T — a est non autodual (car
T —a = Oa(p2, p0)); ce qui contredit la {—1}-autodualité de T'. Ainsi, py est un
tournoi non fortement connexe {~1}-autodual & au moins 5 sommets et donc
d’aprés la proposition 6, po est un ordre total. Ainsi, T' est un presque-ordre
total.

a
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Lemme 12 Les assertions suivantes sont vérifies.
(1) Pour touti € {0,...,2h}, le tournoi p; est autodual.

(2) S'ils existent j € Z(T) et z € Sj tels que f2(S; — {z}) = S; — {z}, alors
le tournoi T est symétrique par rapport 4 Sj.

(3) §'il existe un entier k > 2 tel que ng(T) # 0 et np_y(T) = 0, alors
pour tout j € Zi(T), le tournoi p; est {—1}-autodual et le tournoi T est
symétrique par rapport & S;.

Preuve. (1) Si m < 3, le résultat est trivial et si m > 4, on conclut par les
lemmes 9 et 11.

(2) Etant donnés j € Z(T) et = € S; tels que f(S;—{z}) = §;—{z}, en con-
sidérant un isomorphisme ; de p; sur son dual, on peut voir que I'application
- _ : _ ] f=(y) siy¢s;
g définie sur S = 0<92h S; par g(y) = { 0iy) siyeS;
est un isomorphisr;]e—de T sur T* tel que g(S;) = S;j. La remarque 4 permet
alors de conclure.

(3) Etant donné un entier k > 2 tel que ng(T) # 0 et ng_y(T) = 0, alors
pour tout j € Zx(T') et pour tout z € S;, S; — z est le seul intervalle maximal
de cardinal k —1 de T — z et de T* — « et par suite, f;(S; — {z}) = S; - {z}
et on conclut par Passertion (2).

a

Dans un deuxi®me temps, nous donnons la définition suivante, inspirée d’une
notion donnée par C. Gnanvo et P. Ille [10], puis nous établissons les deux
lemmes qui la suivent.

Définition 1 On dit qu’un entier naturel non nul k est réguliérement réparti
dansT, si Zi(T) # 0 et s’il existe un élément n de Qp,—{mo} tel que n(Z,(T)) C
Z4(T). L'orbite, par rapport ¢ un tel w, d’un certain i € {0,...,2h} est dite un
w-polygone de répartition.

Lemme 13 S'ils existent iy # iz € Z(T), alors tout entier k tel que Zy(T) # 0
etk ¢ {|Si |, |Si;|, 1Si,| =1, |Si; | —1}, est régquliérement réparti dans T.

Preuve. Soient z € S;, (resp. y € Si,) et fz (resp. fy) 'isomorphisme du
tournoi T}, sur son dual induit par f, (resp. f,) (voir la remarque 2). Il est clair
que pour tout i € {0,..., 2h}, fz(S; — {z}) = Sp,) — {z} et f(Si — {y}) =
Sty — {y}. Posons m = (f;)7* o f; et montrons d’abord que 7 € 5 — {mo}.
Il est clair que 7 est un automorphisme de T}, et par suite d’aprés le lemme 6,
m € Qp. Il reste & prouver que m # mp. Pour cela, supposons par ’absurde
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que fz = fy. On a donc fy(Si,) = fy(Si, — {y}) = S, — {y}. Dot
’Six l = lsﬂ(g’,) - {y} ] et par suite I Sf_,(i,) l € {| Six I'] Six I +1}‘ Or,
f2(Si, —{=z}) = S5y, — {z}, donc | Sy, | =1 = |87, — x| et par suite | S5~ ) |
€ {ISi |,1Si, | —1}. 1 s’ensuit que, | Sz, | =| Sy, | et que z € S5, ). Or
T € S;,, donc fz(41) = 4. En échangeant les roles de = et y, on obtient aussi
fy(zz) = ip. Comme f; = fy, alors f est un isomorphisme de T} sur son dual
qui admet au moins deux points fixes distincts; ce qui contredit le lemme 7.
Ainsi, r € Qp, — {1r0}.

Supposons maintenant qu’ll existe un entier non nul k tel que Zx(T) # B et
k¢ {1Si], |51, 1Si, | =1, |Siy | —1} et soit i € Zx(T). On a | fz(S; - {z})|
= | f2(Si) |=| Si|= k (car k 7é |Su ). Or, fz(Si — {z}) = S5 — {z}, done
| S5z — {2} I= k. Siz € Sy, alors f2() = i1 et | Sy |= k+1 et par
suite | S;, |= k + 1; ce qui contredit le fait que k # | S;, | 1. Ainsi, z ¢ S5,
et par suite, IS?;(‘.) |= k. Notons par (f,)~! I'isomorphisme du tournoi (T»)*
sur le tournoi Th induit par (f,)~1. Il est clair que ( )T = (f,)"*. Dot

Sxv = Sy @ Siymge ~ W= (W) 6 (z) ~{})- Comme
y ¢ S_(,) (car | 7 (,)l k,y € Si, et k # | Sy, |), alors | YT (6) - {y}

IS:(.-) {v}= |S‘;'(i) =k Siye SfT(f @)’ alors (fy) 1(fz("')) =1z et

'S'(.f_)T(f @) |= k + 1 et par suite | S;, |= k + 1; ce qui contredit le fait que
# | Si; | —1. 11 s’ensuit que y ¢ S—— AR et par suite, IS_—‘U,(:)) |= k.

Ainsi, | Sp(;) |= k et I'entier k est alors régulierement réparti dans T
a

Lemme 14 Si un entier k > 2 est réguliérement réparti dans T, alors pour
tout j € Zi(T), T est symétrique par rapport a Sj.

Preuve. Supposons qu’un entier & > 2 est réguliérement réparti dans T et soit
7 € Qp — {mo} tel que w(Zx(T)) C Zi(T). Soient j € Zi(T) et = € S;. Comme
— {z} est le seul intervalle maximal de cardinal k —1de T —z et de T* —
qui se trouve sur un w-polygone de répartition dont les autres sommets sont des
intervalles de cardinal k, alors fz(S; — {z}) = S; — {z}. Le lemme 12 permet

ensuite de conclure.
(]

Considérons maintenant les deux lemmes suivants.

Lemme 15 Sim > 3 et si Z,,_1(T) # 0, alors Z,_1(T) est réduit ¢ un
singleton {io} tel que p;, est {—1}-autodual et T est symétrique par rapport d

i

Preuve, Supposons par I’absurde que m > 3 et que n,,—1(T) > 2. D’aprés le
lemme 13, ’entier m est alors régulierement réparti dans T'. Il s’ensuit, d’aprés
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le lemme 14, que pour tout j € Z,,(T), T est symétrique par rapport & Sj.
Ainsi, P'entier n,,(T) est impair et donc d’aprés le lemme 8, l'entier m-1(T)
est pair. Considérons maintenant un élément i de Z,,_;(7T) et un élément z de
S;. On aalors: Ny 1 (T'—2) = -1 (T)~1 qui est impair et (T —2z) = Ny (T)
qui est aussi impair. D’aprés le lemme 8, T — z est donc non autodual; ce qui
contredit le fait que T est {—1}-autodual. Ainsi, n,,_;(T) = 1. Posons alors
Zm-1(T) = {io} et montrons que T est symétrique par rapport Si, et que p;,
est {—1}-autodual.

Montrons d’abord que 7,(T) > 2. Pour cela, supposons par I’absurde que
nm(T) =1 et distinguons les trois cas suivants.

o Sim > 4 et 5'il existe un entier k € {2,...,m — 2} tel que Zi(T) # 0.
Dans ce cas, considérons un élément i de Zi(T) et un élément z de S;. On a:
-1 (T = %) = 1 (T) =1 et (T — 2) = 0y (T) = 1. D’aprés le lemme 8,
T — z est donc non autodual; ce qui contredit le fait que 7" est {—1}-autodual.

¢ Sim > 4 et si pour tout entier k € {2,...,m~2}, Z¢(T) = 0. Dans ce cas,
pour z € Sy, on a: np-2(T—z) = np—2(T)+1=1et np(T—z) = np(T) =1
et donc d’aprés le lemme 8, T — z est non autodual; ce qui contredit le fait que
T est {~1}-autodual.

o Sim=3. Dans ce cas, comme n > 7, alors h > 2 et sans perdre de
généralité, on peut supposer que |So|= 3. Considérons l’entier i défini par:
i=J h+1 si2e{|Su},|Sml}

h sinon
On peut voir que S; est réduit & un singleton {z} et que n4(T—z) = nz(T—z) =
1; ce qui contredit 'autodualité de T'—x, d’aprés le lemme 8. Ainsi, nm(T) > 2.

Montrons maintenant que p;, est {—1}-autodual et que 7T est symétrique par
rapport & Si,. Si ny-2(T) = 0, alors le résultat découle de I'assertion (3) du
lemme 12. Suppesons donc que ny—2(T) # 0. Comme n,,,(T') > 2, alors d’aprés
le lemme 13, I'entier m — 2 est réguliérement réparti dans T. Soit 7 € Qy — {mo}
tel que m(Zy,2(T)) € Z;m—2(T) et soit z € S;,. Comme S;, — {x} est le seul
intervalle maximal de cardinal m — 2 de T — = et de T* — z qui se trouve sur
un 7-polygone de répartition dont aucun autre sommet n’est de cardinal m — 2,
alors fz(S;, — {z}) = S;, — {z} et donc, d’aprés I’assertion (2) du lemme 12, T
est symétrique par rapport & S;,. Par ailleurs, comme f;(S;, —{z}) = Si, —{z},
pour tout = € Sy, alors p;, est {—1}-autodual.

(m]

Lemme 16 Les assertions suivantes sont vérifiées.
(1) Sim >3 et si Uentier ny,(T) est impair, alors:

(a) Pour tout j € Z,(T), T est symétrique par rapport & S;.
(b) Pour toutie€ {0,...,2h}, |S;| € {1,m}.

(2) Sim >3 et si Uentier ny,(T) est pair, alors:
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(@) Zm-1(T) est réduit G un singleton {io} et T est symétrique par rap-
port & Sy,.
(b) Pour touti € {0,...,2h} — {io}, | Si| € {1,m}.

(3) Le tournoi T est autodual.

Preuve. (1) Supposons que m > 3 et que I'entier nm (7)) est impair. A Paide du
lemme 15, on peut voir que nm_1(T) = 0 et par suite, pour tout j € Zn(T),
le tournoi T est symétrique par rapport & S;, d’aprés 'assertion (3) du lemme
12. 1l reste & montrer que pour tout i € {0,...,2k}, |Si| € {1,m}. Sim =3, le
résultat est trivial. Supposons par I’absurde que m > 4 et qu'il existe un entier
ke {2,...,m—2} tel que Zx(T) # 0. Pour conclure, nous distinguons les deux
cas suivants.

o Si l'entier n(T') est impair. Dans ce cas, soit i € Z,(T) et soit z € S;.
On a: np_1(T —z) = 1 et ng(T — z) = ny(T) est impair; ce qui contredit
Pautodualité de T — z, d’aprés le lemme 8.

o Si Pentier ng(T') est pair. Dans ce cas, soit i € Z¢(T) et soit z € S;. On
a: (T — x) = ni(T) — 1 est impair et np (T — z) = nm(T) est impair; ce qui
contredit Pautodualité de T — z, d’aprés le lemme 8.

(2) Supposons que m > 3 et que I'entier npy(T) est pair. Si nm-_1(T) =0,
en utilisant I'assertion (3) du lemme 12, on déduit que 7y, (T') est impair; ce qui
est absurde. Ainsi, np,—1(T) # 0 et par suite, d’aprés le lemme 15, Zm-1(T)
est réduit & un singleton {io} et T est symétrique par rapport & S;,. Il reste
& montrer que pour tout i € {0,...,2k} — {io}, | S| € {1,m}. Sim =3, le
résultat est trivial. Supposons par I'absurde que m > 4 et qu'il existe un entier
k€ {2,...,m—2} tel que Zx(T) # 0. Pour conclure, nous distinguons les deux
cas suivants.

o Si l'entier ny(T') est impair. Dans ce cas, soit i € Zn(T) et soit € S;.
On &: (T — z) = nyu(T) — 1 est impair et ng(T — z) = nk(T) est impair; ce
qui contredit 'autodualité de T — z, d’aprés le lemme 8.

o Si l'entier ni(T') est pair. Dans ce cas, soit i € Z¢(T) et soit z € S;. On
a: (T — z) = nk(T) — 1 est impair et N1 (T — 2) = nm-1(T) = 1; ce qui
contredit ’autodualité de T — z, d’aprés le lemme 8. :

(3) Si m > 3, l'autodualité de T découle des assertions (1) et (2) et du
corollaire 7. Si m < 2, alors T est sans diamants et on conclut alors & I'aide du
lemme 10.

m}

Preuve de la proposition 10. Supposons que b = 1. Comme n > 7,
alors m > 3. Si | Z(T) |= 1, alors d’aprés le lemme 11, le tournoi T" est un
presque-ordre total. Supposons dans la suite que | Z(T')|> 2. Suivant la parité
de Pentier ny,(T), on distingue les deux cas suivants.
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o Si I'entier n,,(T') est impair. Dans ce cas, d’aprés le lemme 16, pour tout
i € {0,1,2}, [ S;[= m, T est symétrique par rapport & S; et p; est autodual.
Comme T est symétrique par rapport & Sp, alors p; ~ (p2)* =~ p2 et comme T
est symétrique par rapport & Sy, alors pg = (p2)* = ps Ainsi, T est le produit
lexicographique du tournoi T; par le tournoi py. Notons que de 1’assertion (3)
du lemme 12, on déduit que po est {—1}-autodual.

o Si Pentier n,(T) est pair. Dans ce cas, d’aprés le lemme 16, ny—1(T) = 1
et n,(T) = 2. Sans perdre de généralité, on peut supposer que | Sp|=m — 1
et | 8y |=| Sz |= m. Ainsi, d’aprés le lemme 16, T est symétrique par rapport
& Sp et par suite p; ~ (p2)*. Or tous les p; sont autoduaux d’aprés le lemme
12, donc p; =~ ps. Pour tout sommet z de p; on a: S; — {z} et S sont les
seuls intervalles maximaux de T — ¢ et de T* — z de cardinal m — 1. Dol
fz(S1 — {z}) = So et fz(S2) = S2. 1l s’ensuit que (p; — z) =~ (po)* = pp. Ainsi,
p1 est {—1}-monomorphe et {—1}-autodual. D’autre part, d’aprés 'assertion
(3) du lemme 12, py est {—1}-autodual. Il s’ensuit que p; est {—2}-autodual.
Ainsi, T est obtenu par la suppression d’un sommet du produit lexicographique
du tournoi 7} par le tournoi p;.

Preuve de la proposition 11. Supposons que h > 2 et que m > 3. Suiv-
ant la parité de 'entier n,,(T), on distingue les deux cas suivants.

o Si I'entier n,,(T') est impair. Dans ce cas, d’aprés le lemme 16, pour tout
i € {0,...,2h}, [S;] € {1,m} et pour tout i € Z,(T), T est symétrique par
rapport & S;. Comme h > 2, alors du lemme 11, on déduit que 1y, (T) > 3.

Montrons d’abord qu'il existe ig € {0, ...,2h} tel que | S, |=|Sig+1|= m ol
’entier ig + 1 est considéré modulo 2k + 1. Supposons par I'absurde que pour
tout i € Z,,,(T), i+1 € Z1(T) ol entier i+ 1 est considéré modulo 2h+1. Sans
perdre de généralité, on peut supposer que | Sp |= m. 1l s’ensuit que | S; |= 1
et que le tournoi T est symétrique par rapport & Sp. Ainsi, | S; |=| Sepn |= 1
et | Sp |=| Sp+1 |= 1. Posons S; = {z1}. Si | Sh+2 |= 1, alors d’aprés la
remarque 6, T — z; est une somme lexicographique suivant le tournoi Tj_;
ayant '’ensemble I = S}4; U Sp.2 comme seul intervalle maximal de cardinal 2
et par suite, na(T' —z1) = 1 et np (T — z1) = np(T) est impair; ce qui contredit
Pautodualité de T’ — z,, d’aprés le lemme 8. 1l s’ensuit que: |Spy2|=m, h >3
et T est symétrique par rapport & Sp+2. En considérant alors 'isomorphisme o
de T sur T™* qui laisse fixe Sp4+2, on déduit que a(S;) = S», d’aprés le corollaire
6. Ainsi, | S2 |=| Sy |= 1. Le tournoi T — z; est une somme lexicographique
suivant le tournoi Tj,_; ayant ’ensemble I = Sj,,; U Sy .2 comme seul intervalle
maximal de cardinal m+1 et par suite, fz, (I) = I. D’od, f;,(So) = Sz, d’aprés
le corollaire 6. Il s’ensuit que | S; |=| Sp |= m; ce qui contredit le fait que
[S2]= 1. Ainsi, il existe 49 € {0,...,2h} tel que | Sy, |=| Siy+1|= m ol Pentier
ip + 1 est considéré modulo 2k + 1. Sans perdre de généralité, on peut supposer
alors dans la suite que [ Sy |=|.S1 |=m.
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Montrons maintenant que pour tout i € {0,...,2h}, | Si |[= m. Comme
T est symétrique par rapport & Sp, alors il suffit de montrer que, pour tout
i€ {1,...,h}, | Si|=m. Comme |Sp|=m et T est symétrique par rapport
& S, alors | Sz |= m. Ainsi, le résultat est vérifié si h = 2. Supposons alors
que h > 3 et soit j € {2,...,h — 1} tel que pour tout ¢ € {1,...,5}, | Si|=m.
Comme | Sj_; |=m et T est symétrique par rapport & Sj, alors |Sj4rl=m. 1l
s’ensuit alors que pour tout i € {1,...,k}, | S;|=m.

Montrons enfin que pour tout i € {0,...,2h}, p; =~ pp. Comme tous les p;
sont autoduaux (d’aprés le lemme 12) et comme le tournoi T est symétrique par
rapport & Sy, alors il suffit de montrer que pour tout ¢ € {1,...,k}, p;i = po.
En utilisant le fait que T est symétrique par rapport & Sp41, on déduit d’aprés
le corollaire 6 que p; ~ (po)* et par suite py ~ po. Soit i € {1,...,h — 1} tel
que pour tout j € {1,...,i}, p; = po. Comme T est symétrique par rapport &
Si+h+1, alors d’aprés le corollaire 6, p;y1 =~ (p;)*, et par suite p;+1 =~ p; = po.
11 s’ensuit que pour tout i € {1,...,A}, pi = po.

Ainsi, le tournoi 7 est le produit lexicographique du tournoi T}, par le tournoi
po. Notons que d’aprés lassertion (3) du lemme 12, le tournoi pp est {—1}-
autodual.

o Si lentier n,,(T) est pair. Dans ce cas, d’aprés le lemme 16, n,,—1(T) =1
et pour tout i € {0,...,2h}, | 5| € {1,m — 1,m}. Sans perdre de généralité,
on peut supposer que |Sp|= m — 1 et par suite, pour tout ¢ € {1,...,2h}, | S;|
€ {1,m}. 1l s’ensuit d’aprés le lemme 15, que T est symétrique par rapport &
So et que pp est {—1}-autodual.

Montrons d’abord que pour tout ¢ € {1,...,2h}, | S; |= m. Comme T
est symétrique par rapport & Sp, alors il suffit de montrer que pour tout ¢ €
{1,...,h}, | S; |= m. Pour montrer que | Sy |= m, on considére P'entier £, =
min({¢; t € {1,...,h} et | S |= m}) et on suppose par I'absurde que ¢y > 2.
Soit € S;,. Il est clair que Sp et Si, — {z} sont les seuls intervalles maximaux
de T — z et de T* — z de cardinal m — 1. L’isomorphisme f, échange donc Sp
et Sy, — {z} et laisse fixe un certain Sj, ott jo € Zm(T — ) (car nm(T — )
= N (T) — 1 est impair). Posons H = S; U... U S;,-1 et rappelons que pour
tout i € {1,...,20 — 1}, | Si |= 1. Du corollaire 6, on déduit que f-(H) = H
et que pour tout i € {1,...,8 — 1}, fz(Si) # S;. Il s’ensuit que ¢p — 1 est
pair et donc to est impair et 3 < o < h. Posons top = 2¢ + 1. D’aprés le
corollaire 6, on déduit que jo = 2fL + h = ¢+ 1+ h et donc | Sgy14n |= m.
En posant S; = {y}, on voit d’aprés la remarque 6, que T’ — y est une somme
lexicographique suivant le tournoi T,-1, ayant un intervalle I = Sg4n U Sq4h+1,
qui est le seul de son cardinal (car |I|€ {m+1,2m}) et par suite np(T—y) =1
et i _1 (T — ) = nm-1(T) = 1; ce qui contredit 'autodualité de T —y, d’aprés
le lemme 8. Ainsi, nous avons montré que |Sy|=m. Soit i € {1,...,h — 1} tel
que pour tout j € {1,...,i}, | Sj|=m et soit z € S;. Comme Sp et S; — = sont
les seuls intervalles maximaux de T — z et de T* — z de cardinal m — 1, alors f;
échange Sy et S; — z et laisse fixe un certain Sj, olt jo € Zm(T —z). D’aprés
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le corollaire 6, fz(S21) = Si+1. Comme | S5 |=|S:1|= m (car T est symétrique
par rapport & Sy et | S; |= m), alors | Si41 |= m. Ainsi, pour tout i € {1,...,A},
IS,' |= m.

Montrons maintenant que pour tout i € {1,...,2h}, p; ~ p,. Comme chaque
p; est autodual d’aprés le lemme 12, et comme T est symétrique par rapport
a Sy, alors il suffit de montrer que pour tout ¢ € {2,...,h}, p; ~ p;. Soient
1€ {2,...,h} et z € S;_;. Comme S et S;—; — {z} sont les seuls intervalles
maximaux de T — z et de T* — z de cardinal m — 1, alors f,(Si—1 — {z}) = Sy
et par suite, fz(S;) = Sz, d’aprés le corollaire 6. D'oli, p; ~ (pas)*. Comme T
est symétrique par rapport a S, alors (p2r)* = p; et par suite p; = p;. Ainsi,
pour tout ¢ € {1,...,2h}, p; ~ p.

Enfin, comme pour tout z € S;, Sp et S; — {z} sont les seuls intervalles
maximaux de T — z et de T* — x de cardinal m — 1, alors f;(S1 — {z}) = So.
D’ol, pour tout z € Sy, (p1 — ) = (po)* = po et par suite p; est {—1}-
monomorphe et {—1}-autodual. D’autre part, comme py est {—1}-autodual,
alors p; est {—2}-autodual.

Ainsi, T est obtenu par la suppression d’un sommet du produit lexicographique
du tournoi 7}, par le tournoi p;.

Preuve de la proposition 12. Pour la preuve, nous utilisons en outre les
notations suivantes.
Pour tout tournoi R = Ty (Ry,...,Ran) ot k > 1 et pour tout ¢ € {0,...,2h},
R; est un tournoi sur un ensemble (;, on consideére les quatre ensembles suivants.

Ai(R) = {G € P1(R); |Gien [=IGivnr1 = 1},

A2(R) = {G € P1(R); |Givn |= 2 et | Ginsr = 1},

A3(R) = {¢; € P1(R); |Girnl=1 et | Girnyr |= 2} et

A4(R) = {G € Pi(R); |Cian |=Cianrr|= 2}

Remarquons que A;(R) = A;(R*), A2(R) = A3(R*), A3(R) = Az(R*) et
A(R) = Ay(R¥).

Revenons au tournoi T et supposons que m = 2 et que & > 2. Comme le
tournoi T est autodual d’aprés le lemme 16, alors d’aprés le corollaire 7, on peut
supposer que T est symétrique par rapport & Sg. Dans la suite de cette preuve,
les indices sont considérés modulo 2h + 1. Notons par ®g, un isomorphisme de
T sur T™ tel que ®(Sp) = Sp. D’aprés le corollaire 6, pour tout ¢ € {0,...,2h},
®o(S;) = S_;. Suivant la parité de Dentier ny(T), on distingue les deux cas
suivants.

o Si I'entier na(T') est impair. Dans ce cas, | Sp |= 2 et la morphologie du
tournoi T découle des 5 étapes suivantes.

Etape 1. A4(T) =0.
En effet: supposons par I'absurde qu’il existe ¢ € {1,...,2h} tel que S; est réduit
a un singleton {z} et | Siyp |=| Sith+1|= 2. D’aprés la remarque 6, le tournoi
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T — z est une somme lexicographique suivant le tournoi T, ayant ’ensemble
I = Sitp U S;yne1 comme seul intervalle maximal de cardinal 4 et par suite,
n4(T —z) = 1 et np(T —z) = no(T) — 2 est impair. Il s’ensuit que T — z est non
autodual d’aprés le lemme 8; ce qui contredit le fait que 7" est {—1}-autodual.

Etape 2. Si | Sy |= 2, alors pour tout i € {0,...,2h}, | Si|=2.

En effet: comme T est symétrique par rapport & Sp, il suffit de montrer que
pour tout i € {1,...,h}, | Si|=2. On a|S;|=2. Soit j € {1,...,h — 1} tel
que pour tout k € {1,...,5}, | Sk |= 2. D’aprés I'étape 1, | Sp41 |= 2. Posons
{,9} = Sn+1. On a fo(Au(T —2)) = Ay(T* —z) et Ay(T —z) = Ay(T™* -2) =
{y}. Dol fz(y) = y et donc d’aprés le corollaire 6, f:(So) = S1. Comme
fz(Sh41—{z}) = Sh+1—{z}, alors d’aprés P'assertion (2) du lemme 12, il existe
un isomorphisme f de T sur T laissant fixe Sp11. Ainsi, d’aprés le corollaire 6,
pour tout i € {0,...,2h}, f(S:) = Si—i. On a Bo(S;) = S_; et f(S-;) = Sj41,
et par suite, |Sj41| = |S-;| = | Sj|= 2; ce qui permet de conclure.

Etape 3. Si |Si|=1etsi h =2, alorsn =8, |Ss|=1 et | Sz2|=|S3|=2.
En effet: il suffit de voir que n > 7 et que T est symétrique par rapport a S.

Etape 4. Si |S1|=1 et si h > 3, alors | Sp|=|Sh41|=1.

En effet: supposons par P'absurde que | S, |= 2. Comme T est symétrique par
rapport & Sp, alors | Sy |=| Sh+1 |= 2. Comme | S |= 1, alors d’aprés I'étape
1, | Sh42|= 1. Posons Sy = {z} et Spy2 = {y}. L’ensemble I = Sh41 U Spy2
est le seul intervalle maximal de cardinal 3 de T'— z et de T — z. D’od,
f=(I) = I et donc d’aprés le corollaire 6, fz(So) = Sz et fz(S2n) = S3. 1l
s'ensuit que | So |=| S2 |= 2, | S3 |=| S2n |=] S1|= 1 et h > 4. D’autre part,
I'’ensemble J = S; U S; est le seul intervalle maximal de cardinal 3de T — y et
de T* —y. D’od, f,(J) = J et donc d’aprés le corollaire 6, f,,(So) = S3. Ainsi,
| S3|=|So |= 2; ce qui contredit le fait que | S3|=1.

Etape 5. Si |8y |=1 et si k > 3, alors pour tout i € {1,...,2k}, | Si|=1.
En effet: comme T est symétrique par rapport & Sp, alors il suffit de montrer
que pour tout i € {1,...,h}, |Si|=1. Ona|S|=1. Soit j € {1,...,h -1}
tel que pour tout k € {1,...,5}, | Sk|= 1. D’aprés I'étape 4, | Sp41|=|Sp|= 1.
Posons Sh41 = {r}. D’aprés la remarque 6, le tournoi T — = est une somme
lexicographique suivant le tournoi T,—;, ayant I'ensemble I = Sp U S; comme
seul intervalle maximal de cardinal 3 et donc f;(I) = I et par suite d’aprés le
corollaire 6, pour tout i € {2,...,h}U{h+2,...,2h}, fo(S;) = S1-;. Il s’ensuit
que fz(S-j) = Sj+1. Comme en plus, $o(S;) = S—;, alors | Sj11| = |S—;| =
|Sj|=1; ce qui permet de conclure.

o Si Pentier nz(T") est pair. Dans ce cas, | So|= 1 et n;(T’) est impair. On
va montrer en 4 étapes, que pour tout ¢ € {1,...,2h}, |Si|=2.
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Etape 1. A(T) = A3(T) = 0.

En effet: supposons par I'absurde qu'il existe i € {1,...,2h} tel que S; est
réduit & un singleton {z} et {| Siys |,| Sizn+1 |} = {1,2}. D’aprés la remar-
que 6, le tournoi T’ — z est une somme lexicographique suivant le tournoi T},_;,
ayant ’ensemble I = S;,, U S;, 141 comme seul intervalle maximal de cardinal
3. D'oli, n3(T — z) = 1 et ny(T — z) = nz(T) — 1 est impair. Il s’ensuit que
T — z est non autodual d’aprés le lemme 8; ce qui contredit le fait que T est
{-1}-autodual. '

Etape 2. S'il existe i € {0,...,2h} tel que | S;|=1 et | Si1 |= 2, alors
|Si+h|=|Si+h+1 |= 2 et pour tout = € Siyh41, fz(Si) = Sitht1 — {a:} De plus,
pour tout ] € {0, ey 2h} - {‘I:,i + h + 1}, 'SJI = |S2i+h+1—j I.

En effet: d’aprés I'étape précédente, pour un tel , on voit que | Siyr+1 |= 2,
puis que | S; 14 |= 2. Soit € Sp4i41 €t posons Spyip1 — {7} = {y} et S; = {z}.
On a: fo(A3(T — z)) = A3(T* — z), A3(T - z) = A(T* — z) = {y} et
A2(T—z) = A3(T* ~z) = {2}. D’od, fz(y) = 2. Ainsi, £2(Si) = Sizh+1—{z} et
d’aprés le corollaire 6, pour tout j € {0,....,2h}—{i,i+h+1}, | S; |=| S2isht1-5]-

Etape 3. |$;|=2.

En effet: supposons par I’absurde que | Sy |= 1. Comme | Sp|= 1 et T est
symétrique par rapport & Sp, alors on peut considérer I'entier i = min({k;
ke{2,...,h} et [Sk|=2}). Onai>2, |S;|=2et |Si-1|=|Si—2|= 1. D’aprés
'étape 2, | Si~14n |=| Si+n |= 2. Posons Sj—; = {z}. D’aprés la remarque 6,
le tournoi T’ — z est une somme lexicographique suivant le tournoi T}, ayant
I’ensemble I = S;_; 41 U Siyh comme seul intervalle maximal de cardinal 4.
D’oli, fz(I) = I et par suite d’aprés le corollaire 6, f;(Si—2) = S;. Il s’ensuit
que | S;—2|=]S;|= 2; ce qui contredit le fait que | S;_z|= 1.

Etape 4. Pour tout i € {1,...,2h}, | Si|=2.

En effet: comme T est symétrique par rapport & Sy, il suffit de montrer que
pour tout i € {1,...,k}, | Si|= 2. On a | S| = 2 d’aprés I’étape 3. Soit
j €{1,...,h =1} tel que pour tout k € {1,...,3}, | Sk|= 2. Comme |Sp|=1
et | 81 |= 2, alors de I'étape 2, on déduit que | Sy | = | Sh41 |= 2 et que pour
tout ¢ € {0, N ,2h} - {O,h + 1}, lSi '=|Sh+1_,’ l. D’ou, |S..j| = ISh+1—(—j)l =
| Sh+1+5 |- Comme en plus, o(S;) = S_;, alors | Spi14;|=|S-;|=|S;|= 2. Par
ailleurs, on a: ®o(Sp+1+5) = Sh—j et | Sh-j |=|Sht1-(h—j) |=| S1+5]- 1l s’ensuit
que, | S14j|=|Sh—j |=|Sh+1+; |= 2; ce qui permet de conclure.

5 Preuve de la proposition 7

Considérons d’abord la remarque suivante.

Remarque 7 Pour tout entier h > 1, notons par ﬁ(Th), la classe des tournois
fortement connexes dont le squelette est le tournoi Tj,.
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(1) De lassertion (3) du lemme 16, on voit que tout tournoi & au moins 7

sommets, {—1}-autodual et apartenant i U D(T), est autodual.
(2) Soient un entier k > 2 et un toZrZ‘rtoi T & au moins 6 -+ k sommets,
appartenant é U D(T3) tel que pour tout ensemble X & k—1 sommets de T, le
h>1
tournoi T — X :zppartient aussi @ U D(T}). De Vassertion (1), on déduit que
si T est {—k}-autodual, alors T es,:tzalussi {=(k — 1)}-autodual.

Preuve de la proposition 7. Soit T = T, (po, ..., p2n) un tournoi 3 n > 8
sommets, ol h > 1 et pour tout ¢ € {0,...,2h}, p; est un tournoi sur un en-
semble S; et soit m = max({| Si|; ¢ € {0,...,2h}}). Notons d’abord que pour
chacune des situations citées dans la proposition 7, en considérant un sommet
arbitraire z de T, on vérifie que le tournci T — z est {—1}-autodual, d’aprés la
remarque 6 et les propositions 10, 11 et 12, et par suite, le tournoi T est {—2}-
autodual. Supposons dans la suite que T est {—2}-autodual et que m > 2.
Suivant les valeurs de m et de h, on distingue les trois cas suivants.

e Cas 1. Si h = 1. Dans ce cas, comme n > 8, alors m > 3. Distinguons les
sous-cas suivants.
o Si pour tout i € {0,1,2}, | S;|> 2. Dans ce cas, d’aprés la remarque
7, T est aussi {~1}-autodual et par suite le tournoi T vérifie 'une des deux
situations (b) et (c) citées dans la proposition 10. Supposons par I’absurde que
T vérifie la situation (c) de la proposition 10 et considérons un élément z d’un
certain S; € P, (T). On voit d’aprés la proposition 10, que T — z n’est pas
{—1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-autodual. Il s’ensuit que
T est le produit lexicographique du tournoi 77 par un tournoi 7 & m sommets,
autodual et {~1}-autodual. Soit z € So. Comme T —z est {—1}-autodual, alors
d’aprés la proposition 10, T est {—1}-monomorphe et {—2}-autodual. Ainsi, le
tournoi T vérifie la situation (d) de la proposition 7.
o 8l existe i € {0,1,2} tel que | S;|= 1. Sans perdre de généralité, on
peut supposer que |.Sy|= m. Supposons par 1’absurde que max(|Sz2|,|Si[) = 2
et que min(| Sz |,|S1]) =1 et soit z € Sp. D’aprés la proposition 10, T — z n’est
pas {—1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-autodual. Ainsi,
| S1]=|S2|= 1. Dans ce cas, comme n > 8, alors m > 6. Soit z € Sy. Comme
T — z est {—1}-autodual, alors d’aprés la proposition 10, T — z est un presque-
ordre total. D’oli, pour tout x € Sp, po — = est un ordre total. Il s’ensuit que
Po est aussi un ordre total et par suite, T' est un presque-ordre total. Ainsi, le
tournoi T vérifie la situation (a) de la proposition 7.

e Cas2 Sih > 2etsim=2. Dans ce cas, d’aprés la remarque 7, T est

aussi {—1}-autodual et par suite, le tournoi T" vérifie ’'une des quatre situations
citées dans la proposition 12.
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© Supposons par 1’absurde que T vérifie la situation (b) de la proposition
12. Sans perdre de généralité, on peut supposer que | Sy |= 1 et que pour tout
i €{1,...,2h}, |S;|=2. Soit z € S;. D’aprés la proposition 12, T — z n’est pas
{—1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-autodual.
© Supposons par I’absurde que T" vérifie la situation (c) de la proposition
12. Sans perdre de généralité, on peut supposer que | Sp |= 2 et que pour tout
i€{1,...,2h},|S;|=1. Soit z € S;. D’aprés la remarque 6 et la proposition 12,
T -z n’est pas {—1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-autodual.
© Supposons par I’absurde que T vérifie la situation (d) de la proposition
12. Dans ce cas, soit £ € Sp. D’aprés la proposition 12, T — z n’est pas {—1}-
autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-autodual.
Ainsi, le tournoi T vérifie la situation (c) de la proposition 7.

e Cas 3.Sih > 2et sim > 3. Dans ce cas, d’aprés la remarque 7, T est aussi
{—1}-autodual et par suite le tournoi T vérifie I'une des deux situations citées
dans la proposition 11. Supposons par I’absurde que T vérifie la situation (b) de
la proposition 11. Sans perdre de généralité, on peut supposer que | So|=m —1
et que pour tout ¢ € {1,...,2h}, | S;|]= m. Soit £ € ;. D’aprés la proposition
11, T — z n’est pas {—1}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—2}-
autodual. Ainsi, T est le produit lexicographique de T} par un tournoi 7 & m
sommets, autodual et {—1}-autodual. Soit z € Sp. Comme le tournoi T — z
est {—1}-autodual, alors 7 est {—1}-monomorphe et {—2}-autodual, d’aprés la
proposition 11. Ainsi, le tournoi T vérifie la situation (d) de la proposition 7.

6 Preuve de la proposition 8

Soit T = Th(po,...,p2r) un tournoi & n > 9 sommets, ot h > 1 et pour tout
i € {0,...,2h}, p; est un tournoi sur un ensemble S; et soit m = max({| S; |;
i € {0,...,2h}}). Si T est un presque-ordre total, alors il est fortement auto-
dual et par suite, il est {—3}-autodual. Réciproquement, supposons que T est
{—3}-autodual. Suivant les valeurs de m et de &, on distingue les quatre cas
suivants.

e Cas 1. Sim = 1. Dans ce cas, comme n > 9, alors T est isomorphe au
tournoi T}, et h > 4. Soit = un sommet de 7. D’aprés la remarque 6, le tournoi
T — z est isomorphe au tournoi obtenu & partir du tournoi Tj_; en dilatant un
de ses sommets par un ordre total & 2 sommets. Ainsi, d’aprés la proposition 7,
T —x n’est pas {—2}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—3}-autodual.

o Cas2. Sih=1etsim>2 Dans cecas, comme n > 9, alors m > 3.
Distinguons les sous-cas suivants.

o Si pour tout i € {0,1,2}, |S;|> 3. Dans ce cas, d’aprés la remarque 7,

T est {—2}-autodual et par suite, de la proposition 7, on déduit que pour tout
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i € {0,1,2}, | Si|= m. Soit € So. D’aprés la proposition 7, le tournoi T — z
n’est pas {—2}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—3}-autodual.

o Si|Z(T)|> 2 et ¢'il existe ¢ € {0,1,2} tel que |S;|< 2. Sans perdre de
généralité, on peut supposer que | Sp |= m. Dans ce cas, soit z € So. Comme
n > 9, alors m > 4 et de la proposition 7, on déduit que T — = n’est pas
{—2}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {~3}-autodual.

o Si| Z2(T)|= 1. Sans perdre de généralité, on peut supposer que
| So|= m et que | Sy |=| S2|= 1. Dans ce cas, comme n > 9, alors m > 7. Soit
z € Sp. Comme T — z est {—2}-autodual, alors de la proposition 7, on déduit
que T — z est un presque-ordre total. Il s’ensuit que pour tout z € Sp, po — =
est un ordre total et par suite, po est aussi un ordre total. Ainsi, le tournoi T
est un presque-ordre total.

e Cas 3. Si h =2 et 5si m > 2. Dans ce cas, distinguons les sous-cas suivants.

o Sipour tout i € {0,...,4}, | Si|> 2. Dans ce cas, d’aprés la remarque 7,

T est aussi {—2}-autodual et par suite, de la proposition 7, on déduit que pour
tout i € {0,...,4}, | Si|=m. Soit £ € Sp. D’aprés la proposition 7, le tournoi
T —x n’est pas {—2}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—3}-autodual.
o S'il existe i € {0,...,4} tel que |S;|= 1. Dans ce cas, soit z un élément

d’un certain S; ot | Sj|= m. D’aprés la proposition 7, la {—2}-autodualité du
tournoi T’ — z entraine que T —z ~ T>. 1l s’ensuit que n = 6; ce qui est absurde.

e Sih > 3etsim > 2 Danscecas, d’aprés la remarque 7, T est
{—2}-autodual. D’aprés la proposition 7, on déduit donc que pour tout i €
{0,...,2h}, | Si|= m. Soit € Sp. D’aprés la proposition 7, le tournoi T — z
n’est pas {—2}-autodual; ce qui contredit le fait que T est {—3}-autodual.

7 Preuve du corollaire 5

Pour la preuve, comme il est évident que l’assertion (c) implique ’assertion
(a), alors on va montrer que I'assertion (a) implique l'assertion (b) puis, que
P'assertion (b) implique I’assertion (c).

o Supposons I'assertion (a) et montrons 'assertion (b), par récurrence sur
k>4

Pour k = 4; le résultat est trivial.

Supposons que le résultat est vrai jusqu’a I'ordre k > 4 et soit R un tournoi
{—(k + 1)}-autodual, & n > 6 + (k + 1) sommets. D’aprés la proposition 4,
R est {4}-autodual et par suite, R est un tournoi sans diamants. Soit X un
ensemble & k sommets de R. Comme R — X est un tournoi sans diamants, &
au moins 7 sommets, qui est {—1}-autodual, alors du lemme 10, découle que
R - X est autodual. Ainsi, le tournoi R est {—k}-autodual et par suite, d’aprés
I'hypothése de récurrence, R est {—4}-autodual.
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e Supposons I’assertion (b) et montrons P’assertion (c). Dans ce cas, d’aprés
la proposition 4, T est {4}-autodual (car n > 10) et par suite, T' est un tournoi
sans diamants. Soit X un ensemble & 3 sommets de T. Comme T — X est
un tournoi sans diamants, & au moins 7 sommets, qui est {—1}-autodual, alors
d’aprés le lemme 10, T — X est autodual. Ainsi, le tournoi T est {—3}-autodual
et par suite, T est {4, —3}-autodual. On conclut alors par le corollaire 3.
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