Les graphes (-1)-critiques

Houmem Belkhechine
Faculté des Sciences de Gabeés
Tunisie
houmem@gmail.com

Imed Boudabbous

Institut Préparatoire aux Etudes d’Ingénieurs de Sfax
Tunisie
imed.boudabbous@gmail.com

Mohamed Baka Elayech

Institut Préparatoire aux Etudes d’Ingénieurs de Sfax
Tunisie
mohamedbaka.elayech@gmail.com

Résumé

Etant donné un graphe (orienté) G = (S, A), une partie X de S est un
intervalle de G lorsque pour tousa,b€ X etz € S—X, (a,z) € A si
et seulement si (b,z) € A et (z,a) € A si et seulement si (z,b) € A.
Par ezemple, 0, {z} (z € S) et S sont des intervalles de G, ap-
pelés intervalles triviaux. Un graphe, dont tous les intervelles sont
triviauz, est indécomposable; sinon, il est décomposable. Un sommet
x d’un graphe indécomposable G est critique si le graphe G — = est
décomposable. En 1998, J.H. Schmerl et W.T. Trotter ont caractérisé
les graphes indécomposables dont tous les sommets sont critiques,
appelés graphes critiques. Dans cet article, nous caractérisons les
graphes indécomposables qui admettent un unique sommet non cri-
tique, que nous appelons graphes (-1)-critiques. Nous répondons ainsi
4 une question posée par Y. Boudabbous et P. Ille dans un article
récent étudiant les sommets critiques dans un graphe indécomposable.

Abstract

The (-1)-critical graphs. Given a (directed) graph G = (V, A), a
subset X of V' is an interval of G provided that for any a,b € X and
z€V -X, (a,z) € A if and only if (b,z) € A and (z,a) € A if and
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only if (x,b) € A. For ezample, 9, {z} (x € V) and V are intervals
of G, called trivial intervals. A graph, all the intervals of which are
trivial, is indecomposable; otherwise, it is decomposable. A verter z
of an indecomposable graph is critical if G — z is decomposable. In
1998, J.H. Schmerl and W.T. Trotter characterized the indecompos-
able graphs, all the vertices of which are critical, called critical graphs.
In this article, we characterize the indecomposable graphs which ad-
mit a single non critical vertex, that we call (-1)-critical graphs. This
gives an answer to a question asked by Y. Boudabbous and P. Ille in
a recent article studying the critical vertices in an indecomposable
graph.

Mots clés: intervalle, graphe indécomposable, sommet critique, graphe
(-1)-critique, graphe d’indécomposabilité.

1 Introduction

1.1 Généralités

Un graphe (orienté) G = (S(G), A(G)) ou (S, A), est constitué d’un
ensemble fini S de sommets et d’'un ensemble A de couples de sommets
distincts, appelés arcs de G. L’ordre (ou le cardinal) du graphe G est le
nombre de ses sommets. Soit G = (S, A) un graphe. A chaque partie X de
S est associé le sous-graphe G(X) = (X, AN (X x X)) de G induit par X.
Pour X C S (resp. z € S), legraphe G(S—X), o0 S-X ={s€ S:s ¢ X},
(resp. G(S —{z}) est noté G— X (resp. G —z). Pour tous sommets distincts
z,y de S, z « y signifie (z,y) € Aet (y,z) € A; z——ysignifie (z,y) ¢ A
et (y,z) ¢ A; z — ysignifie (z,y) € Aet (y,z) ¢ A. Pourz e SetY C S,
z — Y signifie z — y pour tout y € Y. Pour X,Y C S, X — Y signifie
z — Y pour tout z € X. D’une maniére analogue, on définit pour z € S
etpour X,YCS,Y e~ z,2—-Y, X «— Y et X——Y. Par exemple un
tournoi T est un graphe tel que pour tous z # y dans S(T'), oubienz — y
ou bien y — z. Un tournoi T est un ordre total (ou une chaine), lorsque
pour tous z,y,z € S(T), si £ — y et y — 2, alors £ — 2. Dans un ordre
total, la notation z < y signifie z — y. L'ordre total usuel 0 < --- < n est
noté O,,.

Un graphe symétrique est un graphe G tel que pour tous z # y dans
S(G), si (z,y) € A(G), alors (y,z) € A(G). Etant donné un sommet z d’un
graphe symétrique G, un sommet y € S(G) est un voisin de z (dans G), si
(z,y) € A(G). On note Vg(z) 'ensemble des voisins de z dans G. le degré
de z est dg(z) =| V() |. Lorsque Vg(z) = 0, on dit que z est un sommet
isolé de G. Un graphe symétrique G est complet (resp. vide) lorsque pour
tous z # y dans S(G), (z,y) € A(G) (resp. (z,y) € A(G)).
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Etant donné un graphe symétrique G, une relation d’équivalence R
est définie sur §(G) comme suit. Pour tous z # y dans S(G), z R y s'il
existe une suite zg = z,:-+ ,z, = y de sommets de G telle que pour tout
i€ {0,--+ ,n — 1}, (zi,zi41) € A(G). Les classes d’équivalence de R sont
les composantes connezes de G. Le graphe G est conneze lorsqu’il admet
une seule composante connexe.

Etant donnés deux graphes G = (S, A) et G’ = (S, A’), une bijection
f de S sur &’ est un isomorphisme de G sur G’ si pour tous z, y € S,
(z,y) € A si et seulement si (f(z), f(y)) € A’. Lorsqu’un tel isomorphisme
existe, on dit que G et G’ sont isomorphes, et on note G ~ G’. On dit qu'un
graphe G abrite un graphe H lorsque H est isomorphe & un sous- graphe
de G.

A chaque graphe G est associé son dual G* et son complémentaire G
définis sur S(G) comme suit : pour tous z # y dans S(G), (z,y) € A(G*)
si (y,z) € A(G); (z,y) € A(G) si (z,y) ¢ A(G). Un graphe G est autodual
lorsqu’il est isomorphe & G*.

1.2 Graphes indécomposables

Etant donné un graphe G = (S, A), on introduit une relation d’équivalen-
ce =¢ (ou =) sur I'ensemble des couples de sommets distincts de G, définie
comme suit : pour x # y dans S et u # v dans S, (z,y) =¢ (u,v) (ou
(z,9) = (w,v) )siz — yet v — v, ou bien y — z et v — u, ou
bien z — y et u «—— v, ou bien £ — —y et u — —v. Dans le cas contraire
on note (z,y) #¢ (u,v) (ou (z,y) # (v,v)). Pourz € SetY C S — {z},
z ~ Y signifie que pour tous y, 2 € Y, (z,y) = (z, 2). Pour X,Y C S, avec
XNY =0, X ~Y signifie que pour tous z, ' € X et pour tous y, ¢ € Y,
(z,y) = (¢/,¢'). Par ailleurs, une partie I de S est un intervalle [5, 6, 8
(ou un clan [4]) de G lorsque pour tout z € S — I, £ ~ I. Par exemple,
0, {z} ol z € S, et S sont les intervalles triviauz de G. Un graphe est
indécomposable [6, 8] (ou primitif [4] ) si tous ses intervalles sont triviaux;
il est décomposable dans le cas contraire. Nous introduisons quelques nota-
tions et nous rappelons quelques propriétés des graphes indécomposables.

Définition 1.1. Soit G = (S, A) un graphe. A toute partie X de S telle
que | X |> 3 et G(X) est indécomposable, on associe les parties de S — X
suivantes :

- [X]={z €S- X: X est un intervalle de G(X U {z})}.

- Pour toutu € X, X(u) ={z € S— X : {u,z} est un intervalle de

G(X U {z})}.
- Ext(X)={reS—X: G(XU{z}) est indécomposable}.
La classe formée par Ezt(X), [X] et X(u), ot u € X, est notée px.
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Lemme 1.2. [{] Soient G = (S, A) un graphe et X une partie de S tels
que | X |> 3 et G(X) est indécomposable. La classe px = {X(u) : u €
X}U {Ext(X),[X]} forme une partition de S — X. De plus, les assertions
suivantes sont vérifiées.
- Soientue X, z€ X(u) ety€ S—(XUX(u)). SiG(XU{z,y}) est
décomposable, alors {u,z} est un intervalle de G(X U {z,y}).
- Soientz € [X] ety € S—(XU[X]). Si G(XU{z,y}) est décomposable,
alors X U {y} est un intervalle de G(X U {z,y}).
- Soient  # y dans Ext(X). Si G(X U {z,y}) est décomposable, alors
{z,y} est un intervalle de G(X U {z,y}).

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 1.2.

Corollaire 1.3. [4] Soit G = (S, A) un graphe indécomposable. Si X est
une partie de S telle que | X |2 3, | S—X |2 2 et G(X) est indécomposable,
alors il existe deuz sommets distincts x ety de S— X tels que G(XU{z,y})
est indécomposable.

Rappelons enfin le lemme suivant.

Lemme 1.4. [7] Si G = (S, A) est un graphe indécomposable avec | S [> 5
et sia € S, alors il existe une partie X de S telle que | X |[=4 ou5,a€ X
et G(X) est indécomposable.

1.3 Graphes critiques

Soit G un graphe indécomposable. Un sommet z de G est critique si
le graphe G — z est décomposable. Lorsque tous les sommets de G sont
critiques, on dit que G est un graphe critique. On généralise cette définition
en disant que le graphe G est (-k)-critique lorsqu’il admet exactement k
sommets non critiques. Notons que si un graphe G est indécomposable,
alors G* et G sont aussi indécomposables et ils ont les mémes sommets
critiques que G. Lorsqu’un sommet a est 'unique sommet non critique
d’un graphe (-1)-critique G, on dit que le graphe G est (-1)-critique en a.
J.H. Schmerl et W.T. Trotter (8] ont caractérisé les graphes critiques. Nous
rappelons cette caractérisation dans le cas des tournois. Pour tout entier
naturel m, nous posons N,, = {0, - - - ,m}. Les tournois critiques sont, & des
isomorphismes pres, les tournois Ton+1, Uon+1 €t Vany1 définis sur Naj,, ol
n > 2, comme suit. .

- Ton41(Np) =0 < --- < 0, Tonpa({n+1,--+ ,2n}) =n+1<--- < 2n,

et pour tout i € Ny, {i+1,...,n} —i+n+1— N,
- Usnt1(Np) =0< - <n, (Ugnt1)*({n+1,--+ ,20}) =n+l1 < <
2n, et pour tout i € Ny, {i+1,...,n} —i+n+1— N,

- Vonsit(Nop—1) =0< - <2n—-1let {20+1:0<i<n—-1} —

2n — {2i:0<i<n—-1}
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Dans cet article, nous caractérisons les graphes (-1)-critiques, répondant
ainsi, & une question posée par Y. Boudabbous et P. Ille [3], et généralisant
une récente caractérisation des tournois (-1)-critiques [1].

2 Caractérisation des graphes (-1)-critiques

2.1 Graphe d’indécomposabilité

La notion de graphe d’indécomposablité a été introduite par P. Ille (2,
7). A chaque graphe G = (S, A) est associé son graphe d’indécomposabilité
I(G) défini sur S comme suit. Pour tous z # y dans S, (z,y) est un arc
de I(G) si G — {z,y} est indécomposable. Notons que I(G) est un graphe
symétrique et que I(G) = I(G*) = I(G). Nous rappelons le lemme suivant.

Lemme 2.1. [8] Soient G = (S, A) un graphe indécomposable d’ordre > 5
et  un sommet critique de G. Alors | Vig)(z) |[< 2 eton a :
- 8iVie)(z) = {y}, ot y € S, alors S — {z,y} est un intervalle de
G-z
- 8i Vi) (z) = {y,2}, ot y # z dans S, alors {y, 2} est un intervalle
de G —z.

Le graphe d’indécomposabilité est un outil important dans notre construc-
tion des graphes (-1)-critiques. Afin de décrire les différents graphes d’'indéco-
mposabilité possibles d’un graphe (-1)-critique, nous introduisons les graphes
suivants. Le chemin P, est le graphe symétrique défini sur N,, comme suit :
Pour tous ¢, j € N,, i «— jsi|i—j|= 1. Pour n > 2, le cycle Cj, est le
graphe symétrique obtenu & partir de P, en ajoutant les arcs (0, n) et (n,0).
Tout graphe isomorphe a P, (resp. Cy) est appelé chemin (resp. cycle). La
longueur d'un chemin, ou d'un cycle, est le nombre de paires {r,y} de
ses sommets tels que z «—— y. Les eztrémités (resp. sommets internes)
d’un chemin sont ses sommets de degré 1 (resp. de degré 2). Un arbre est
un graphe symétrique connexe sans cycle. Les feuilles d’un arbre sont ses
sommets de degré 1. Un arbre étoilé est un arbre A admettant un unique
sommet a tel que d 4(a) > 3, appelé source de A. Un arbre a-étoilé est un
arbre étoilé de source a. Etant donné un arbre étoilé A, une branche de
A est un chemin de A dont les extrémités sont la source et une feuille. Le
degré de A est le degré de sa source, ou encore le nombre de ses branches
ou de ses feuilles. Nous considérons enfin le graphe R,y défini sur Ny,
ou n > 2, comme suit : {1,3,---,2n - 1} — 2n — {0,2,--- ,2n — 2} et
pour tous T # y € Nan_y, (2,y) est un arc de Rony) si T < y et si T est
impair ou y est pair.

Remarque 2.2. [3/ Le graphe Rapy1, ot n > 2, est autodual et (-1)-
critique en 2n. De plus, I(Rony1) — 2n = Pop_1 et 2n est un sommet isolé
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de I(Rons1)-

Lemme 2.3. [3] Le graphe d’indécomposabilité d’un graphe G d’ordre > 7
et (-1)-critique en a, admet une unique composante conneze de cardinal
> 2. De plus, si a est un sommet isolé de I(G), alors G est isomorphe d
Ran41 ou & Ropy.

Nous complétons ce lemme comme suit.

Corollaire 2.4. Soit G un graphe d’ordre > 7, (-1)-critique en a et tel que
a n'est pas un sommet isolé de I(G). Soit C la composante conneze non
réduite & un singleton de I(G) et soit X une partie de S(G) telle que G(X)
est indécomposable. Si C C X, alors S(G) = X.

Preuve. Par 'absurde, supposons S(G) # X. En appliquant plusieurs fois
le corollaire 1.3 a partir de G(X), on obtient deux sommets, distincts ou
non, z,y € S(G) — C tels que G — {z,y} est indécomposable. Si z = y, =
est un sommet non critique de G, contradiction car a est I'unique sommet
non critique de G. Si z # y, (z,y) est un arc de I(G), contradiction car z
et y sont des sommets isolés de I(G). o

Ces résultats nous amenent & associer & chaque graphe (-1)-critique G
d’ordre > 7, le sous-graphe I'(G) de I(G), induit par sa composante connexe
non réduite & un singleton.

Proposition 2.5. Etant donné un graphe G d’ordre > 7 et (-1)-critique
en a, l'une des assertions suivantes est vérifiée :
- I(G) est un cycle de longueur impaire.
- I'(G) est un chemin de longueur > 2.
- I'(G) est un arbre a-étoilé dont toutes les branches sont de longueurs
> 2 et admettant au plus une branche de longueur impaire, et alors
cette branche est de longueur > 3.

Preuve. Soit G un graphe d’ordre > 7 et (-1)-critique en a. Si a est un
sommet isolé de I(G) alors, d’aprés le lemme 2.3, G est isomorphe & Ran 41
ou & Rp,41 et, d’aprés la remarque 2.2, I'(G) est un chemin de longueur
> 5. Si @ n’est pas un sommet isolé de I(G) alors a est un sommet de I'(G).
Supposons d’abord que I(G) abrite un cycle. Il existe alors une partie X de
S(G) telle que I(G)(X) est un cycle. Posons I(G)(X) = Crn, ot m > 2. Le
sommet a appartient & X, sinon il existe un sommet a € X tel dy(g)() > 3.
Comme a est un sommet critique de G, ceci contredit le lemme 2.1. On
peut alors supposer que a = 0. D’aprés le lemme 2.1, {0,7n — 1} est un
intervalle de G —m. On a m est pair, autrement, par le lemme 2.1, {7,742}
est un intervalle de G — {i + 1} pour tout ¢ € {0,--- ,m — 3}, par suite
(m,0) = (m,2) = --- = (m,m — 1). Ainsi {0,m — 1} est un intervalle non
trivial de G, contradiction. De plus, § — X = @, sinon un raisonnement
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analogue au précédent utilisant le lemme 2.1 donne pour tout o € § — X,
()= (3)=-=(a,m-1) = (,0) = (o, 2) = -+ = (e, m). Ainsi
X est un intervalle non trivial de G, contradiction. Il s’ensuit que I(G)
est un cycle de longueur impaire. Supposons & présent que I(G) n’abrite
pas un cycle, c’est-a-dire que I’(G) est un arbre. Si dyg)(a) < 2 (resp.
dr)(e) > 3) alors, d’aprés le lemme 2.1, I’(G) est un chemin (resp. un
arbre étoilé de source a). Supposons d’abord que I'(G) est un chemin.
D’aprés le lemme 1.4, il existe une partie X de S(G) telle que | X |= 4
ou 5, a € X et G(X) est indécomposable. En appliquant plusieurs fois le
corollaire 1.3 & partir de G(X), on obtient deux sommets z,y € S(G) tels
que G — {z, y} est indécomposable. Puisque  est un sommet critique de G,
alors = # y. Il s’ensuit que (z, y) est un arc de I’(G). Comme de plus a n’est
pas un sommet isolé de I(G), alors le chemin I’(G) est de longueur > 2.
Nous posons maintenant, pour tous entiers k, | > 1, Sp, = {ho,-- ,lu},
ho = a = 0, et nous notons par P, le chemin défini sur S, par A(P,,) =
{(hu,hy) :| v — v |= 1}. Supposons par I'absurde que I’(G) est un arbre
étoilé admettant deux branches distinctes Py,,,, et Py, ., de longueurs
impaires, oli p, ¢ € N. Une suite d’applications du lemme 2.1 donne (0,1;) =
(0, 12p+1) = (12p, 12p+1) # (lzp, 2;) = (0, 2). Soit z € S(G) — (5'12)‘,.{_l u
S24441)- Encore par le lemme 2.1, (0,z) = (135, 2z) = (125,21) = (0,21).
Ainsi (0,z) = (0,2,). De méme, (0,z) = (0, 1;). Contradiction car (0,1;) #
(0,2;). Supposons que I’(G) est un arbre 0-etoilé admettant une branche
Py, de longueur 1. Considérons deux autres branches distinctes Pz, et Ps,,
de I'(G) ou 7, s € N*. D’aprés le lemme 2.1, 0 ~ (S - {0,1,}), et pour tous
z€S-({L1} U8y, ), le{l,---,r}, ona (29,z) = (0,z) = (0,325-1) =
(22r-1,325-1) = (227-1,%) = (221-1,%). Il s’ensuit que Sy, — {0} est un
intervalle non trivial du graphe indécomposable G — {0, 1, }, contradiction.
D’ou, si elle existe, la branche de longueur impaire de I’(G) est de longueur
23 m}

La proposition 2.5 nous améne & la distinction suivante des graphes
(-1)-critiques.

2.2 Les graphes (-1)-critiques G tels que I(G) est un
cycle

Pour tout entier p > 1, nous considérons le graphe Ha,y1 défini sur Nap
comme suit : pour tous = # y € Ny, , (z,¥) est un arc de Hopy si: ou bien
z < y, T est pair et y est impair; ou bien z > y et = et y sont de méme
parité. Notons que Hapy1 est autodual en considérant la permutation o
définie par 0(0) =0 et (i) =2p+ 1 —i pour i # 0.

Proposition 2.6. A des isomorphismes pres, les graphes (-1)-critiques
d’ordre > 7 et dont le graphe d’indécomposabilité est un cycle sont Hapyq
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et Hypy1, ot p > 3. De plus, 0 est le sommet non critique de Hapya.

Preuve. Nous commengons par établir que pour tout p > 2, Hapy; est (-1)-
critique en 0 et que J(Hzpt1) = Copy1. Montrons d’abord, par récurrence,
que pour tout p > 1, Hopyy est indécomposable. Il est clair que Hj est
indécomposable. Soit maintenant p > 2. Le graphe Ha,_; étant indécompo-
sable par hypothése de récurrence, on vérifie que Hapy est indécomposable
en considérant la partition pw, ot W = S(Hgp—1). Il suffit de constater que
WweW(2p—2),20-1¢W(2p—2) et (2p—1,2p) # (2p—1,2p - 2). Tout
sommet i # 0 de Hapyy est critique car {i — 1,5+ 1} est un intervalle non
trivial de Hypy1 — i. En remarquant que Hopyy — {0,1} =~ Hjpj, nous
vérifions maintenant que Hapy1 — 0 est indécomposable en considérant la
partition py, ot Y = {2,--- ,2p}. D’'unepart 1 g [Y] car2—~1let3 — 1.
D’autre part, pour tout u € Y, 1 ¢ Y(u). En effet, (2p—1,1) # (2p—1,u) si
u est pair; 2 — u et 2——1 si u est impair. Il s’ensuit, d’aprés le lemme 1.2,
que 1 € Ext(Y), c’est-a-dire 0 est un sommet non critique de Hppy1. Pour
vérifier que I (H2p+1) = Cap4a1, il suffit, d’aprés la proposition 2.5, de vérifier
que pour tout ¢ € Ngp, Hopyy — {4, + 1} est indécomposable. Pour tout
i € Nop_1, Hopyr — {i,i+ 1} ~ Hzp_l. De plus, Hopy1 — {2p, 0} o~ ng_l.
Comme Hj,_; est indécomposable, il s’ensuit que I(Hzp41) = Copy1-

Soit maintenant un graphe (-1)-critique G d’ordre > 7 et dont le graphe
d’indécomposabilité est un cycle. D’aprés la proposition 2.5, le graphe G
est de cardinal impair. On pose alors S(G) = Nap, ol p > 3, 0 est le
sommet non critique de G et I(G) = Cap. D’aprés le lemme 2.1, pour tout
ie{l,---,2p}, {i—1,i+1} est un intervalle de G—1i, alors (0,1) = (0,3) =

o=(0,2p-1)=(2,2p-1)=---=(2p—-2,2p—-1) = (2p—-2,0) = (2p,0).
I1 s’ensuit que (0, 1) # (0, 2p), autrement (0,1) = (0,3) =--- = (0,2p—-1) =
(0,2p) = (0,2p —2) = --- = (0,2), c’est-a-dire {1,--- ,2p} est un intervalle

non trivial de G, contradiction. Ainsi (0,1) # (1,0) et quitte & remplacer
G par G*, on peut supposer que 0 — 1 et donc 2p — 0. Pour ¢ < j
dans Np_y,2i — 2j+1car 0 — let (26,25+1)=---=(0,25+1) =
-+ =(0,1). Pour ¢ < j dans Np, 2j — 2i car 2p — O et (25,2i) =--- =
(2p,2{) =--- = (2p,0). Pour i < j dans N,_;, 2541 — 2i+1car0 — 1
et (2j+1,2¢+1)=---=(2p-1,2¢+1)=-.--=(2p - 1,1) =(0,1). Pour
i < j dans Np, (264 1,25) = --- = (1,2j) = --- = (1,2), en particulier
(2¢ +1,2p) = (1,2). Or (1,2) = (2,1) sinon, comme 0 — 1 et {0,2} est
un intervalle de G — 1 et n’est pas un intervalle de G, alors 1 — 2, il
s’ensuit que pour tout ¢ € {1,---,p—1}, 20 +1 — {1,2p} — 2i, en
particulier {1,2p} est un intervalle non trivial de G — 0. Contradiction.
Ainsi, ou bien 1 — —2 et dans ce cas G = Hap41, ou bien 1 «— 2 et dans
ce cas G = (Hap41)* = Hopy- =]
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2.3 Les graphes (-1)-critiques G tels que I'(G) est un
chemin

Nous construisons les graphes (-1)-critiques G de ce paragraphe sur
S(G) = Npm, Ny U {a} ou N, U {e, 8}, ol {a, B} est une paire d’éléments
distincts tels que {a, 5} NN = 0.

Le corollaire suivant découle directement de la remarque 2.2 et du lemme
2.3.

Corollaire 2.7. A des isomorphismes prés, les graphes G d’ordre > 7, (-
1)-critiques en a et tels que I'(G) est un chemin et a est un sommet isolé
de I(G), sont Ryn4y et Rapyq, oun > 3.

Nous distinguons maintenant les cas ot le sommet non critique est une
extrémité ou un sommet interne de I'(G).

2.3.1 Les graphes (-1)-critiques G en une extrémité de I’(G)

Nous introduisons, pour m > 2, la classe F,, des graphes G définis
sur Ny, et tels que N, — {0,1} est un intervalle de G — 0 et pour tout
i€ {1,---,m—1}, {{ — 1,2+ 1} est un intervalle de G — i sans étre un
intervalle de G. Notons d’abord la remarque suivante.

Remarque 2.8. Soit G € Fy,, ot m 2 2. Pour touti € Njp_q, G —{i,i+
1} >~G - {m—1,m}. De plus, sim >3, G-m € Fpn_,.

Nous caractérisons la classe F,, comme suit.

Lemme 2.9. Etant donné un graphe G défini sur Np,, ot m > 2. Alors
G € Frn si et seulement si (0,1) # (2,1) et pour tous ¢ < y dans N,
(z,y) = (1,2) si x est impair, (z,y) = (0,2) siz ety sont pairs, et (T,y) =
(0,1) si z est pair et y est impair.

Preuve. Soit G € F,, ol m > 2. On a (0,1) # (2,1) car {0,2} est un
intervalle de G — 1 et n’est pas un intervalle de G. Soit £ < y dans N,,.
Poury # 1, (1,y) = (1,2) car N,,, — {0, 1} est un intervalle de G—0. Comme
de plus pour tout i € {1,--- ,m—1}, {i—1,i+1} est un intervalle de G —1,

alors (1,2) = (1,y) = -+ = (z,y) si = est impair; (0,1) = ... = (0,y) =
-++ = (z,y) si = est pair et y est impair, et (0,2)=---=(0,y) = = (z,9)
si z et y sont pairs.

Réciproquement, soit ¢ € {1,--- ,m — 1}. Remarquons que pour z €

Npy — {i = 1,i,i+ 1}, (z,i — 1) = (z,i + 1), de sorte que {i — 1,7 + 1} est
un intervalle de G — i. Si ¢ est pair (resp. impair), alors (i — 1,%) = (1,2)
et (i +1,4) = (1,0) (resp. (i — 1,4) = (0,1) et (s + 1,4) = (2,1)). Puisque
(0,1) # (2,1), (4,6 — 1) # (¢,i + 1) et par suite {¢ — 1,7 + 1} n’est pas un
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intervalle de G. Enfin, N, — {0, 1} est un intervalle de G — 0 car pour tout
Yy € Nm - {0’ l}a (1, y) = (1v2)' o

Le résultat suivant caractérise les graphes indécomposables de Fi,.

Lemme 2.10. Soit G € Fp, ot m > 2. Alors G est indécomposable si et
seulement si ou bien m est pair et (0,1) #Z (0,2) # (1,2), ou bien m est
impair et (0,2) £ (0,1) £ (1,2).

Preuve. Soit G € F,. On suppose que (0,1) # (0,2) # (1,2) lorsque m
est pair, et que (0,2) # (0,1) # (1,2) lorsque m est impair. Montrons,
par récurrence sur m, que G est indécomposale. En utilisant le lemme 2.9,
on vérifie que G est indécomposable pour m = 2 et pour m = 3. Soit
m > 4. D’apreés la remarque 2.8, G(Np,—2) € Fn—2. I1s’ensuit que G(N,—2)
est indécomposable par hypothése de récurrence. Comme m € Npy_2(m —
2), m—1¢ Np_o(m—2)et (m—1,m—2) # (m—1,m), alors G est
indécomposable d’aprés le lemme 1.2. Réciproquement, si m est pair et si
(0,2) = (0,1) ou (0,2) = (1,2) (resp. si m est impair et si (0,1) = (0,2) ou
(0,1) = (1,2)), on vérifie que {1,2,--- ,m} ou Np,_; est un intervalle non
trivial de G. a

Afin de caractériser les graphes (-1)-critiques de ce paragraphe, nous
introduisons la classe F des graphes G = (S, A) tels que S = Ny, Ny U{a}
ou Ny, U {a, B}, ot m > 2 ;G(Np) € Fm; (0,1) = (0,2) si et seulement si
S—Np #0; pour tous i € Ny, et v € S~ Npy, (4,7) = (1,2) si ¢ est impair
et (¢,7) = (0,) si ¢ est pair; et tels que :

- Si S = N, alors (0,2) # (1,2) # (0,1).

- Si §— N,, = {a}, alors (0,a) = («,0) si (0,1) = (1,2); (0,c) # (0,1)

et (0,e) # (1,2) si (0,1) £ (1,2).
- 8i S = Ny = {a, 8}, alors (8,0) # (1,2) # (0,1), (0,) = (1,2) et
(0,8) =(0,1).

Lemme 2.11. Etant donné un graphe G d’ordre > 4 de la classe F. Alors
G est (-1)-critique en m. De plus, si G est d’ordre > 7, alors I'(G) = Pp,.

Preuve. Soit G = (S, A) un graphe de la classe F. Supposons d’abord que
S = N,,. Dans ce cas, m > 3 et, d’aprés la remarque 2.8, G(Np—1) € Frn-1-
En utilisant le lemme 2.10, les graphes G et G — m sont indécomposables.
Par définition de F,,, pour tout i € Ny,..1, ¢ est un sommet critique de
G. 1l s’ensuit que G est (-1)-critique en m. Lorsque | S |> 7, le graphe
G —{m—1,m} est indécomposable et pour tout i € N,_.2, i est un sommet
critique de G — m. Il s’ensuit que Vyg)(m) = {m — 1} et que, par la
proposition 2.5, I'(G) est un chemin. De plus, par la remarque 2.8, pour
tout i € Nyp—q, G — {i,i + 1} ~ G — {m — 1,m}, en particulier le graphe
G — {i,i + 1} est indécomposable. On conclut que I'(G) = I(G) = Pn.
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est pair. En effet, dans ce cas, G(Ny,) est indécomposable d’aprés le lemme
2.10. 1l s’ensuit que S = N,, d’aprés le corollaire 2.4. Supposons a présent
que (0,1) = (1,2) et m est impair. Encore d’aprés le lemme 2.10 et la
remarque 2.8, G(Ny,) est décomposable et G(Nm-1) est indécomposable.
Il existe alors p € S — Ny, tel que (0,z) # (1,2). En utilisant le lemme
1.2, G(Ny, U {u}) est indécomposable car m € [Nm-1], p & [Nm-1] et
(m,p) # (m,m — 1). D’aprés le corollaire 2.4, G = G(Nm U {p}). Ainsi,
G — {u, m} est indécomposable, contradiction car 4 est un sommet isolé de
I(G). Supposons enfin que (0,2) = (1,2) et m est pair. D’aprés le lemme
2.10, G(N,,) est décomposable. Ainsi S — Ny, # 0. De plus, d’aprés le
lemme 2.10 et la remarque 2.8, G(Ny,1) est indécomposable pour m > 4.
Supposons qu'il existe un sommet y € S— Ny, tel que (2,1) # (0,7) # (1,2).
Comme G({0,1,2,7}) est indécomposable alors, d’aprés le corollaire 2.4,
m > 4. On obtient G(Ny, U {7}) est indécomposable car m € [Npm_1],
v € [Nm-1] et (m,7) # (m,m — 1). D’aprés le corollaire 2.4, (y,m) est
un arc de I(G), contradiction. Il s'ensuit que (1,2) # (2,1) et que S —
Np =E\UE;, o0 E; = {£ € S=Np: (0,x) = (1,2)} et B2 = {z €
S —Np, : (0,z) = (2,1)}. Notons que E; # @ (resp. E2 # 0), sinon S — {m}
(resp. Ny,) est un intervalle non trivial de G. Comme Eo U Ny, n’est pas
un intervalle de G, il existe (e;,e2) € E; x Eo, tel que (e2,e1) # (1,2).
On vérifie que G({0,1, ez}) est indécomposable. En utilisant le lemme 1.2,
G({0,1,2,e1,e2}) est indécomposable car 2 € [{0,1,e2}], e1 & [{0,1,e2}] et
(e1,2) # (e2,2). Ainsi, par le corollaire 2.4, on obtient m > 4. Posons X =
Npm-1 U {e1, €2}, nous montrons que G(X) est indécomposable. On vérifie
que e € Ext(Npy—1). En effet, ex € [Npm—1} car (0,e2) = (2,1) # (1,2) =
(1,€2). De plus, pour tout ¢ € N1, e2 € Nm—1(2i) car (ez,m — 1) =
(2,1) # (0,1) = (2i,m — 1), et e2 & X(2i + 1) car (e2,0) = (1,2) # (1,0) =
(2¢ + 1,0). Comme de plus, e; € [Np—1] et (e2,e1) # (1,2) = (1,e1), alors
G(X) est indécomposable. On a m € Ezt(X). En effet, d’une part m ¢ [X]
car (1,m) # (e1,m). D’autre part, pour tout i € Nz _;, m ¢ X(2i) car
(2i,m—1)=(0,1) # (2,1) = (m,m—1),et m &€ X(2i+1) car (2i+1,e2) =
(1,2) # (2,1) = (m, e2). De plus m ¢ X (e1)UX (e2) car (e2,m) = (m, 1) =
(1,2) # (e2,€1). Ainsi G(Np, U {e;,e2}) est indécomposable et, d’aprés
le corollaire 2.4, G = G(Npy U {e1,e2}). 1l s’ensuit que G — {m,e;} est
indécomposable, contradiction car e; est un sommet isolé de I(G).

Si S = Np,,alors G € F,,, et G—m € F,,— et, d’apres le lemme 2.10,
(0,2) # (1,2) # (0,1). Il s’ensuit que G € F. Supposons alors que §— N, #
® . Dans ce cas (0,1) = (0,2). Supposons d’abord que (0,1) # (1,2). S'il
existe w € S— N, tel que (0,w) # (0,1) et (0,w) # (1,2) alors, G(Np,,U{w})
est isomorphe & un graphe de la classe F. Il s’ensuit que G(Np, U {w}) est
(-1)-critique et que, d’apres le corollaire 2.4, G = G(Nm, U {w}). Sinon,
S—Np =EUE3 04 E3 = {z € S— Ny : (0,z) = (0,1)}. Remarquons que
E) # 0 (resp. E3 # 0), sinon (E3 U N,,,) — {0} (resp. Np,) est un intervalle
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non trivial de G, contradiction. Comme E3UN,,, n'est pas un intervalle de G,
il existe (e1,e3) € E; x E3, tel que (es, e1) # (1,2). Ainsi, G(Np, U{ey,e3})
est isomorphe & un graphe de F. Il s’ensuit que G(N,, U {e;1, e3}) est (-1)-
critique et que, d’aprés le corollaire 2.4, G = G(N,, U {ey, e3}). Supposons
enfin que (0,1) = (1,2). D’aprés le lemme 2.9, d’une part (0,1) # (1,0)
et d’autre part, pour tous z < y € Np, (z,y) = (0,1). Il s’ensuit que
G(Nmm) = O, ou O},. Remarquons que si G € F, alors G* € F. On
peut alors supposer que G(Np,) = Op,. 1l suffit de montrer qu'il existe un
sommet v € S — Np,, tel que (0,v) # (1,2) et (0,v) #Z (2,1). En effet,
dans ce cas, (0,v) = (v,0) et par suite, G(Ny, U {v'}) est isomorphe & un
graphe de la classe F. Il s’ensuit que G(N,, U {v}) est (-1)-critique et que,
d’apreés le corollaire 2.4, G = G(N, U{v}). Suppposons alors, par ’absurde,
que S — Ny, = E; U F;. Remarquons que E; # 0 sinon, E3 U N,,_5 est
un intervalle non trivial de G — m si m est impair, E; U Np,_; est un
intervalle non trivial de G si m est pair. Contradiction car G et G — m
sont indécomposables. De méme E; # @, sinon N, est un intervalle non
trivial de G, contradiction. L’entier m est pair, autrement, pour y € E,,
G(Nm U {y}) =~ Vinyo. D’aprés le corollaire 2.4, G = G(N,, U{y}) =~ Vinya,
contradiction car V4o est un tournoi critique. Comme N,, — E; et
E5 U N,,, n’est pas un intervalle de G, il existe (by,b2) € E) x Ej, tel que
(b2,b1) # (1,2). En remarquant que G(Np—1U{b2}) =~ Vi 41, on vérifie que
G(NmU{b1, ba}) est indécomposable en considérant la partition PNpoU{b2)-
Il suffit de remarquer que Np,—1 U {b2} — m — b; et que by & [Np—1 U
{b2}). I s’ensuit, d’apres de corollaire 2.4, que G = G(Ny, U {b1, b2}). Ainsi
G — {m, b1} est indécomposable, contradiction car b; est un sommet isolé
de I(G). o

2.3.2 Les graphes (-1)-critiques G en un sommet interne de I’(G)

Nous introduisons, pourm > 2et a € {1,--- ,m—1}, la classe G, (a) des
graphes G définis sur N, tels que N, — {0,1} et N,,_2 sont des intervalles
respectifs de G — 0 et de G — m; Ny, — {1} et N, — {m — 1} ne sont pas
des intervalles de G et pour tout i € {1,--- ,m—1} —{a}, {i = 1,i+1} est
un intervalle de G — 1.

Notons d’abord les remarques suivantes.

Remarque 2.13. Etant donné G € Gm(a), la permutation i — m — i est
un isomorphisme de G sur un graphe de Gn,(m — a).

Remarque 2.14. Soit G € Gp(a). On a G — {i,i +1} ~ G - {0,1} ou
G(Np—2) sutvant que 0 < i <a -1 ou que a < i < m— 1 respectivement.
Lorsque m > 4, G(Npm—_2) € F—2 0ou Gm_2(a) suivant que a > m — 2 ou
que a < m — 2 respectivement ; l’application i — m —1 est un isomorphisme
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de G —{0,1} sur un graphe de Frm_ ou de Gm—2(m —a) suivant que a < 2
ou que a > 2 respectivement. De plus, si G — {0,1} (resp. G(Nm-—2)) est
indécomposable, G est indécomposable si et seulement si 0 & [{2,--- ,m}]
(resp. m & [Nm—2]).

Lemme 2.15. Soit G un graphe d’ordre > 7, (-1)-critiqueena € {1,--- ,m—
1} et tel que I'(G) = Pp,. Alors, G(Nm) € Gm(a).

Preuve. On pose G' = G(Np). D’apreés le lemme 2.1, pour tout ¢ €
{1,---,m — 1} = {a}, {i — 1,5+ 1} est un intervalle de G — i et donc
de G’ - i. De plus, N, — {0,1} et N,,_2 sont des intervalles respectifs de
G -0 et de G—m. En particulier, il s’agit d’intervalles respectifs de G’ -0 et
de G’ —m. Il s’ensuit que (1,0) # (1,2) et que (m—1,m —2) # (m—1,m),
de sorte que Ny, — {1} et Ny, — {m — 1} ne sont pas des intervalles de G'.
Ainsi, G’ € Gmm(a). 0

Nous introduisons les classes ©;, Q2 et 3 de graphes définies comme
suit.

— €, est la classe des graphes G d’ordre > 7, (-1)-critiques en 2k + 1,

tels que I'(G) = Papp1,0un>1let k € Ny,

— € est la classe des graphes G d’ordre > 7, (-1)-critiques en 2k + 1,

tels que I'(G) = Pop,otn>1et k€ Np_;.

- §3 est la classe des graphes G d’ordre > 7, (-1)-critiques en 2k, tels

que I'(G) = Py,,oun>2et ke {l,--- ,n—1}.

Soit G un graphe d’ordre > 7, (-1)-critique en 2k et tel que I'(G) =
Pyny1,0un > 1let ke{l, . ,n}. La permutation o de S(G) qui fixe les
sommets de S(G) — Nan 4 et telle que o(i) = 2n+1—1 pour ¢ € Nopy g, est
un isomorphisme de G sur un graphe de la classe £2,. Nous en déduisons la
remarque suivante.

Remarque 2.16. A des isomorphismes prés, les graphes G d'ordre > 7,
(-1)-critiques en a et tels que I'(G) est un chemin dont a est un sommet
interne, sont les graphes de la classe 2 U 2o U Q3.

Nous caractérisons la classe Gon11(2k + 1) comme suit.

Lemme 2.17. Soit un graphe G défini sur Nopyy, ot n 2 1. Alors G €
Gont1(2k+1), ot k € N,_, si et seulement si (0,1) # (2,1) # (2n,2n+1)
et pour tousi < j € Ny, ona: pouri <k, (2i,2j+1) = (0,1) ; pouri > k+1,
(26,25 +1) = (2n,2n+1) ; pouri < 7, (2i+1,25) = (1,2) = (2i+1,2j+1),
(2i,25) = (0,2) sij < k et (2i,25) = (1,2) sij > k+1.

Preuve. Soient n > 1, k € N,_; et G € Gont1(2k + 1). Considérons

i < j € N,. Comme pour tout ! € {1,-+-,2n} — {2k + 1}, {{ - 1,l + 1}
est un intervalle de G — { alors, pour 7 < k, (24,27 + 1) = (0,25 + 1) =
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Preuve. Soit G = (S, A) un graphe d’ordre > 7 de la classe g, il existe
n>2 k € No_p tels que S = Nopgy ou Nopyi U {a} et G(Nany1) €
Gon+1(2k + 1). D’apreés la remarque 2.14, pour tout ¢ € Na,, il existe un
isomorphisme o de G(Nan 1) —{¢,i+1} sur G(Nap+1)—{0,1} ou G(Napn-1).
Lorsque S = Njy41 U {a}, o se prolonge en un isomorphisme, fixant o, de
G - {i,i+1} sur G—{0,1} ou G- {2n,2n +1}. Pour tout z € § - {1,2n},
G - {z,0} et G — {z,2n + 1} sont décomposables. De méme si a € S,
G — {a, 2k + 1} est décomposable car Noi et {2k +2,---,2n + 1} en sont
des intervalles. Il suffit de montrer que les graphes G, G — {0,1} et G —
{2n,2n + 1} sont indécomposables. En effet, dans ce cas, par constuction
de G, tous les sommets de G — {2k + 1}, sont des sommets critiques de
G. 1l s’ensuit en utilisant ce qui précéde, que I'(G) = Pap4y d’apres le
lemme 2.1. De plus, {2k, 2k +2} n’est pas un intervalle de G — {2k +1}. En
effet, si (0,2) = (1,2) # (0,1), alors S = Naq4i et (2k,2n +1) = (0,1) #
(2n,2n+1) = (2k + 2,2n + 1). Supposons que (0,2) = (1,2) = (0,1). Dans
cecas S = Nap1U{a}. Si (0,2) = (2n,2n+1) (resp. (0,2) # (2n,2n+1)),
alors (o, 2k + 2) = (1,2) # (,0) = (a,2k) (resp. (2k,2n 4+ 1) = (0,1) #
(2n,2n+1) = (2k+2,2n+1)). S5i (0,2) £ (1,2), alors k # 0 et (0,2k+2) =
(1,2) # (0,2) = (0,2k). D’aprés le lemme 2.1, 2k + 1 est un sommet non
critique de G, et donc G est (-1)-critique en 2k + 1.

Montrons pour finir, que G, G—{0, 1} et G—{2n,2n+1} sont indécomp-
osables. Supposons d’abord que S = Ngp4;. Comme (0,1) # (1,2) alors,
d’aprés le lemme 2.18, G est indécomposable. Si k # n — 1, d’apres la
remarque 2.14, G- {2n,2n+1} € Gan—1(2k+1) et donc, G—{2n,2n+1} est
indécomposable d’apres le lemme 2.18. Si k = n—1, G—{2n,2n+1} € Fon_y
et, comme (0,2) # (0,1) # (1,2), G — {2n,2n + 1} est indécomposable
d’aprés le lemme 2.10. L’application 7 : | — [ — 2 est un isomorphisme
de G — {0, 1} sur un graphe H de G2,-1(2k — 1) ou de F5,_;, suivant que
k > 1 ou que k = 0 respectivement. Si k > 1, alors (2,3) #¢ (3,4), et
donc (0,1) #x (1,2). Si k = 0, alors (2,4) #¢ (2,3) Z¢ (3,4) et donc
(0,2) £y (0,1) £y (1,2). D'apres les lemmes 2.18 et 2.10, le graphe H, et
donc G—{0, 1}, est indécomposable. Supposons enfin que S— Nap+1 = {a}.
Pour tout ¢ € N, on pose X; = Npi+; U {a}. On vérifie que G(Xp) est
indécomposable. Soit ¢ € N,_;. Supposons que G(X;) est indécomposable.
Sii<k,alors 20 +3€ X;(204+1),2i +2 ¢ X;(2i +1) et (20 +2,20+1) £
(2042,2i+3). Sii >k, alors 2i+2 € [Xy], 26+ 3 & [Xi) et (2i+2,2i+1) #
(22 + 2,2¢ + 3). Ainsi, G(X;41) est indécomposable d’aprés le lemme 1.2.
En particulier, G — {2n,2n + 1} et G sont indécomposables. Montrons enfin
que G — {0,1} est indécomposable. Pour k£ > 1, 'application 7 : ! +—— 1 -2
se prolonge en un isomorphisme, fixant a, de G — {0,1} sur un graphe G’.
On vérifie que G’ € G et on déduit, d’aprés ce qui précede, que G’, et
donc G — {0,1} est indécomposable. Supposons maintenant que k = 0. Si
(2n,2n + 1) = (1,2), on vérifie que G — {0,1} est isomorphe au tournoi
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critique Va,41. Supposons alors que (2r,2n + 1) # (1,2). Comme (2,4) #
(2,3) # (3,4), d’aprés le lemme 2.10 et la remarque 2.14, G — {0,1,a} est
indécomposable. On a o € Ext(Y), ol Y = 5 — {0,1,a}. En effet, a ¢ [Y]
car (2,a) = (2,1) # (1,2) = (3,a). De plus, pour tout i € {1,---,n},
(24, 2n+1) = (2n,2n+1) # (2,1) = (o, 2n+1) et (o, 2) = (1,2) # (2i+1,2).
1l s’ensuit que pour tout j € {2,---,2n + 1}, a € Y (). O

Proposition 2.20. A des isomorphismes prés, les graphes de la classe 0,
sont les graphes d’ordre > 7 de G.

Preuve. Soit G = (S, A) un graphe d’ordre > 7, (-1)-critique en 2k + 1,
tel que I'(G) = Papy1,0un > 1 et k € N,_;. D’aprés le lemme 2.15,
G(N2n+1) € G2n+1(2k + 1). D’apres le lemme 2.18 et le corollaire 2.4, S —
Nony1 # 0 si et seulement si (0,1) = (1,2). Supposons d’abord que § =
Nap1. Si (0,2) = (1,2), alors (2n,2n + 1) # (0,1). Autrement, on vérifie
a l'aide du lemme 2.17, que {2k, 2k + 2} est un intervalle de G — {2k + 1},
contradiction. Si k = 0, alors (0,2) = (1,2). On a (2r,2n + 1) # (1,2)
sinon G — {0,1} = Os,_;, contradiction. Si k = n— 1, G — {2n,2n +
1} est, d’aprés la remarque 2.14, un graphe de F,,,_;. Comme ce graphe
est indécomposable, alors (0,2) # (0,1) d’aprés le lemme 2.10. Supposons
maintenant que S — Noj, 41 # 0. A un isomorphisme prés, a € S — N, 4.
D’apres le lemme 2.1, pour tout i € Ny, (2i+1,0) = (1,2), (2i,a) = (0,a)
sit<k;(2,0)=(21)=(1,0)sii > k+ 1. Par les lemmes 2.17 et 2.15,
(2,1) # (1,2). Ainsi, quitte & remplacer G par G*, on peut supposer que
0—1let1l— 2 Ilexiste y € § — Nany1 tel que (0,7) # (1,2), sinon on
a une contradiction en vérifiant que (S — Nop41)U {2k +2,--- ,2n+ 1} est
un intervalle non trivial de G. Si (0,2) = (1,2) = (2n,2n + 1), on vérifie, &
I'aide du lemme 2.17, que G(Nan41) = O2n41. Il sensuit que (0,v) = (v, 0),
autrement G(Nan41 U {v}) = Von4s, contradiction d’apres le corollaire 2.4.
Ainsi G(Nzn41 U {7}) est isomorphe & un graphe de G. Lorsque n = 1, on
vérifie que G(Nan41U {7}) = G({0,1,2,3,~}) est indécomposable. Lorsque
n > 2, G(N2n+1 U {7}) est indécomposable d’apreés le lemme 2.19. D’aprés
le corollaire 2.4, v = a et § = Nap41 U {7} m]

Lemme 2.21. Soit un graphe G défini sur Na,, ot n > 1. Alors G €
Gon(2k + 1), ot k € Np_y, si et seulement si (0,1) # (2,1) et pour tous
z <y € Ny, on a:siz ety ne sont pas tous deur pairs, alors (z,y) =
(1,2); si x ety sont pairs, alors (z,y) = (0,2), (2n —2,2n) ou (2k, 2k +2),
suivent que y < 2k, z > 2k + 2 ou que z < 2k < y respectivement.

Preuve. Soient n > 1, k € N,_; et supposons G € Go,(2k + 1). On a
(0,1) # (2,1) car N, —{1} n’est pas un intervalle de G et Np,—{0, 1} est un
intervalle de G —0. Soient = < y dans Na,. Si z et y sont pairs, comme pour
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tout! € {1,--+,2n—1}—{2k+1}, {{—1,141} est un intervalle de G—!, alors
(z,y) = (0,2), (2n~2, 2n) ou (2k, 2k +2), suivant que y < 2k, z > 2k+2 ou
que z < 2k < y respectivement. Sinon, comme N, — {0,1} et No,_2 sont
des intervalles respectifs de G —0 et de G —2n, alors (z,y) = (1,y) =(1,2)
si z est impair; (z,y) = (z,2n — 1) = (1,2n — 1) = (1, 2) si y est impair.
Réciproquement, comme pour tout i € Non — {0,1} (resp. i € Nan—2),
(1,%) = (1,2) (resp. (i,2n—1) = (1,2)) alors N2, —{0,1} et No,,_2 sont des
intervalles respectifs de G — 0 et de G — 2n. Comme (1,2) = (0,1) # (2,1),
alors quitte & remplacer G par G*, on peut supposer que 0 — 1 — 2 et
done Nan_g — 2n—1 — 2n. En particulier, Nop, — {1} et Na, —{2n—1}
ne sont pas des intervalles de G. Soit i € {1,---,2n — 1} — {2k + 1}.
Remarquons que pour tout £ € No, — {i—1,%,i+ 1}, (z,i = 1) = (z,i+ 1)
, de sorte que {i — 1,7 + 1} est un intervalle de G —i. O

Lemme 2.22. Soient n > 1, k € Np—y et G € Gon(2k + 1). Le graphe G
est indécomposable si et seulement si (2k,2k +2) # (1,2).

Preuve. Comme d’apreés le lemme 2.21, (1,2) # (2,1), quitte & remplacer
G par G*, on peut supposer que 1 — 2. Si (2k,2k + 2) = (1,2), alors,
encore par le lemme 2.21, on a Npp, — {2k + 1,---,2n} et donc G est
décomposable. Supposons que (2k, 2k +2) # (1,2). Pour n =1, G € Go(1)
et (0,2) # (1,2) # (1,0) £ (2,0), donc G est indécomposable. Soit n > 1.
Par la remarque 2.14 et par hypothése de récurrence, G — {2n — 1,2n} ou
G - {0, 1} est indécomposable. De plus, 2n & [Nan_2} et 0 & [{2,---,2n}].
Il s’ensuit que G est indécomposable d’apres la remarque 2.14. a

Nous introduisons la classe G’ des graphes G € Gon(2k+1),0un > 1 et
k € Np_1, tels que (2k,2k+2) # (1,2); (2n—2,2n) # (0,2) si (2k,2k+2) =
(0,2); (2n—2,2n) # (1,2)sik=0et (0,2) #(1,2)sik=n—1.

Nous complétons la remarque 2.13 comme suit.

Remarque 2.23. Etant donné un graphe G € G, l'application ¢ : x —
2n — z est un isomorphisme de G sur un graphe de G'.

Lemme 2.24. Les graphes d’ordre > 7 de la classe G' sont des graphes de
la classe 5.

Preuve. Soit G = (S, A) un graphe d’ordre > 7 de la classe G’. Il existe
n>3et k€ N,_,, tels que G € G2,(2k + 1). Comme (2k, 2k +2) # (1,2),
d’aprés le lemme 2.22, G est indécomposable. D’aprés la remarque 2.14,
pour tout i € Ny—1, G—{i,i+1} ~ G—{0,1} ou G—{2n—1,2n}. Pour tout
z € S—{1,2n-1}, Les graphes G—{z, 0} et G—{z, 2n} sont décomposables.
Il suffit de montrer que G —{0,1} et G—{2n—1,2n} sont indécomposables.
En effet, dans ce cas, par construction de G’, tous les sommets de G —
{2k + 1} sont des sommets critiques de G. Il s’ensuit, en utilisant ce qui
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précéde, que I(G) = P, d’aprés le lemme 2.1. De plus, {2k, 2k + 2} n’est
pas un intervalle de G — {2k + 1}. En effet, si (2k,2k + 2) # (0, 2), alors
(0,2k) = (0,2) # (2k,2k +2) = (0,2k + 2). Si (2k, 2k + 2) = (0,2), alors
(2n,2k) = (2k + 2,2k) = (2,0) # (2n,2n — 2) = (2n,2k + 2). D’apreés le
lemme 2.1, 2k + 1 est un sommet non critique de G, et donc G est (-1)-
critique en 2k+1. Montrons pour finir, que G—{2n—1,2n} et G—{0, 1} sont
indécomposables. D’aprés la remarque 2.14, G—{2n—1,2n} € Go,—2(2k+1)
ou Fa,_ suivant que k < n—1 ou que k = n—1 respectivement. D’une part
(2k, 2k + 2) # (1,2), d’autre part (0,1) £ (0,2) # (1,2) lorsque k =n — 1.
Il s’ensuit, en utilisant les lemmes 2.22 et 2.10, que G — {2n — 1,2n} est
indécomposable. D’aprés la remarque 2.23, il existe un isomorphisme ¢ de
G sur un graphe H de G', avec ¢(0) = 2n et ¢(1) = 2n — 1. La restriction
de ¢ & S — {0, 1} est un isomorphisme de G — {0,1} sur H — {2n — 1,2n}.
Le graphe H — {2n — 1,n} étant indécomposable d’aprés ce qui précéde, il
en est de méme pour G — {0,1}. m

Proposition 2.25. Q9 est la classe des graphes d’ordre > 7 de la classe
g
Preuve. Soit G = (S, A) un graphe d’ordre > 7, (-1)-critiques en 2k + 1,
tel que I'(G) = Py, oun > 1et k € N,_,. D’aprés le lemme 2.15,
G(Na,) € Gon(2k+1). Ona S = Nj,, autrement, d’aprés le lemme 2.1, pour
v € S—Naq, (1,2) = (lv')') = (317) == (277'_1)'7) = (2"'_19 1) = (2) 1)
Contradiction car, d’aprés le lemme 2.21, (1,2) = (0,1) # (2,1). D’aprés le
lemme 2.22, (2k,2k+2) # (1,2). Si (2k, 2k +2) = (0,2), alors (2n—2,2n) #
(0,2). Sinon on a une contradiction en vérifiant, & I’aide du lemme 2.21,
que {2k, 2k + 2} est un intervalle du graphe indécomposable G — {2k + 1}.
Si k = 0, alors (2n — 2,2n) # (1,2). Autrement, en utilisant le lemme
2.21, {2, -+ ,2n—1} est un intervalle non trivial du graphe indécomposable
G —{0, 1}, contradiction. Lorsque k = n—1, ’application i — 2n—i est un
isomorphisme de G sur un graphe H de Q; et on a H € Go,(1). D’aprés ce
qui précede, (2n—2,2n) £y (1,2), donc (2,0) Z¢ (2n~1,2n-2) =¢ (2,1).
O

Lemme 2.26. Soit un graphe G défini sur No,, o n > 2. Alors G €
Gon(2k), ot k € {1,--- ,n — 1}, si et seulement si (0,1) # (2,1) £ (2n —
1,2n) et pour tous x < y € Nay, on a : (z,y) = (0,2) si z et y sont pairs;
(z,y) = (0,1) si z est pair, y est impair et y < 2k; (z,y) = (2n — 1,2n) si
z est impair, y est pair et > 2k; (z,y) = (1,2) dans le reste des cas.

Preuve. Soient n > 2,k € {1,--- ,n—1}, G € Gon(2k) et = < y € Na,.
Comme pour tout ! € {1,---,2n—1} — {2k}, {{ — 1,1+ 1} est un intervalle
de G-, alors (z,y) = (0, 2) si z et y sont pairs; (z,y) = (0,1) si z est pair,
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y est impair et y < 2k; (z,y) = (2n — 1,2n) si z est impair, y est pair et
z > 2k. Comme de plus Nop, — {0, 1} et Na,,—2 sont des intervalles respectifs
de G — 0 et de G — 2n, on vérifie que dans le reste des cas (z,y) = (1,2).
Puisque Ny, — {1} et Na, — {2n — 1} ne sont pas des intervalles de G, alors
0,1)#£((2,1)=02n~-1,2n-2) £ (2n-1,2n).

Réciproquement, comme pour tout i € No, — {0,1} (resp. ¢ € Nap_2),
on a (1,3) = (1,2) (resp. (i,2n — 1) = (1,2)), alors No, — {0,1} et Npp_2
sont des intervalles respectifs de G —0 et de G —2n. Comme (2n — 1,2n) #
(2,1) # (0,1), alors Na, — {1} et No, — {2 — 1} ne sont pas des intervalles
de G. Soit j € {1,---,2n — 1} — {2k}. Pour z € No, — {7 — 1,5, + 1},
(z,j~1) = (z,j+1), et donc {j — 1,5 + 1} est un intervallede G — j. O

Lemme 2.27. Soient n > 2, k € {1,--- ,n— 1} et G € Gan(2k). Alors G
est indécomposable si et seulement si (0,2) £ (1,2).

Preuwve. Si (0,2) = (1,2), d’aprés le lemme 2.26, No; est un intervalle
non trivial de G. Donc G est décomposable. Supposons que (0, 2) # (1, 2).
Pour n = 2, G € G4(2) et on vérifie avec I'aide du lemme 2.26, que G
est indécomposable. Soit n > 2. Par la remarque 2.14 et par hypothése de
récurrence, G — {2n — 1,2n} ou G — {0,1} est indécomposable. De plus,
2n ¢ [Non-2) et 0 ¢ [{2,---,2n}], donc G est indécomposable d’aprés la
remarque 2.14. ]

Nous considérons enfin la classe G” des graphes G = (5, A) tels que
S = Nap, N2 U {a} ou Nop U {@,8}, ot n > 2; G(Nas) € Gan(2k) ol
ke {1,---,n—1}; (0,2) = (1,2) si et seulement si S — Np, # 0 et tels
que :
- 8i § = Ny, alors (2n — 1,2n) # (1,2) lorsque (0,1) =(1,2); (0,2) #
(2n - 1,2n) lorsque k =1; (0,2) £ (0,1) lorsque k =n — 1.
- S8i §— N,, # 9, alors pour tous € Na, et v € S—Nay,, (z,7) = (0,7)
si = est pair, (z,v) = (1,2) ou (2,1) si z est impair et suivant que
z < 2k ou que z > 2k respectivement. De plus, si S — Na, = {a},
alors (2,1) # (0,a) # (1,2). Si S — No,, = {a, B}, alors (8,a) #
0,0) =(1,2) # (2,1) =(0,0).

La remarque suivante compléte la remarque 2.13.

Remarque 2.28. Soit G = (S, A) un graphe défini sur Na,, sur Na,U{a}
ou sur NopnU{, B} otn > 2. Si G € G”, alors la permutation h de S définie
par h(z) = 2n — = si z € Nap, h(a) = a lorsque S — Nop, = {a}, h(a) =8
et h(B) = « lorsque S — Na, = {a, B}, est un isomorphisme de G sur un
graphe de G"'.

Lemme 2.29. Etant donné un graphe G de la classe G, il existen > 2 et
ke{l,---,n—1} tels que G est (-1)-critique en 2k et I'(G) = Pan.
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Preuve. Soit G = (S, A) un graphe de la classe G”. Il existe n > 2 et
k€ {1,---,n =1} tels que S — Nop, = 0, {a} ou {@,8} et G(Na,) €
G2n(2k). Nous montrons d’abord que les graphes G, G—{0,1} et G- {2n—
1,2n} sont indécomposables. Supposons d’abord que S = N,. Comme
(0,2) # (1,2), d’aprés le lemme 2.27, G est indécomposable. Si k # n — 1,
d’apres la remarque 2.14, G — {2n — 1,2n} € G3,-2(2k) et donc, G - {2n —
1,2n} est indécomposable d’apres le lemme 2.27. Sik=n-1, G — {2n -
1,2n} € Fon-2, et comme (0,1) # (0,2) # (1,2), alors G — {2n - 1,2n}
est indécomposable d’aprés le lemme 2.10. Supposons maintenant que S —
Nan # 0. Pour tout i € {1,---,n}, on pose X; = Np; U (S — Nap). On
va montrer par récurrence que G(X;) est indécomposable. C'est vrai pour
i=1. Soit i € {1,--- ,n — 1}, on suppose G(X;) indécomposable. Si i < k,
alors 2i+2 € X;(2i), 2i4+1 & X;(2i) et (20+1,24) # (2i+1,2i+2). Sii >k,
alors 2i+1 € [Xi], 2i42 ¢ [X;] et (2i+1,24) # (2i+1,2i+2). Ainsi, G(Xiz1)
est indécomposable d’aprés le lemme 1.2. En particulier, G —{2n—1, 2n} et
G sont indécomposables. Enfin, nous déduisons, & I'aide de la remarque 2.28,
que G —{0,1} est indécomposable. En effet, il existe un isomorphisme h de
G sur un graphe H de G”, avec h(0) = 2n et h(1) = 2n — 1. La restriction
de h & § — {0, 1} est un isomorphisme de G — {0,1} sur H — {2n — 1,2n}.
Le graphe H — {2n — 1,n} étant indécomposable d’aprés ce qui précede, il
en est de méme pour G — {0, 1}.

Soit ¢ € Nan_1. D’aprés la remarque 2.14, il existe un isomorphisme
o de G(Nzp) — {i,i + 1} sur G(N2,) — {0,1} ou G(Ny,) — {2n — 1,2n}.
Lorsque S — Na, # 0, o se prolonge en un isomorphisme, fixant chaque
sommet de § — No,,, de G- {i,i+1} sur G—{0,1} ou G — {2n—1,2n}. 1l
s’ensuit que (4,74 1) est un arc de J(G). De plus, pour z € S — {1,2n —1},
G—{z,0} et G—{z,2n} sont décomposables. Lorsque S— N,, = {a}, G-«
et G —{a, 2k} sont décomposables car dans ce cas, Noy ~ {2k+1,--- ,2n}.
Lorsque § — Nap = {a, 8}, G - &, G - B, G — {,2k}, G — {B,2k} et
G —{c, B} sont décomposables car dans ce cas, Nox ~ {2k+1,---,2n,a} et
(N2kU{B}) ~ {2k+1,--- ,2n}. Il s'ensuit que tous les sommets de S— {2k}
sont des sommets critiques de G et que I’(G) = Py, d’apres le lemme 2.1.
De plus, {2k — 1,2k + 1} n’est pas un intervalle de G — 2k. En effet, si
(1,2) = (2,1), alors (0,2k—1) % (0,2k+1). Si (1,2) 2 (2,1) et S— Ny, # 0,
alors (o, 2k—1) # (o, 2k+1). Supposons enfin que (1,2) # (2,1) et S = Ny,
alors (0,2k — 1) # (0,2k + 1) ou (2n,2k — 1) # (2n,2k + 1) suivant que
(0,1) # (1,2) ou que (0,1) = (1,2) respectivement. Par le lemme 2.1, 2k
est un sommet non critique de G. Ainsi, G est (-1)-critique en 2k. o

Proposition 2.30. A des isomorphismes prés, les graphes de la classe Q3
sont les graphes d’ordre > 7 de G".

Preuve. Soit G = (S, A) un graphe d’ordre > 7, (-1)-critique en 2k, tel
que I'(G) = Ppp,oin > 2et k€ {1,--- ,n — 1}. D’aprés le lemme 2.15,
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G(Nan) € Gon(2k). D’aprés le lemme 2.27 et le corollaire 2.4, (0,2) = (1,2)
si et seulement si S — Np, # 0. Supposons que S = Na,. Si (0,1) =
(1,2), alors (2n — 1,2n) # (1,2). Autrement, d’aprés le lemme 2.26, {2k —
1,2k +1} est un intervalle non trivial du graphe indécomposable G — {2k},
contradiction. Si k =n — 1 (resp. k = 1) alors (0,2) # (0,1) (resp. (0,2) #
(2n-1,2n)) car sinon {1, -+ ,2n—2} (resp. {2, -+ ,2n—1}) est un intervalle
non trivial du graphe indécomposable G — {2n — 1,2n} (resp. G — {0,1}),
contradiction. Supposons maintenant que S — Non, # 0. Soit £ € Na, et
~ € §—Njp,. D’aprés le lemme 2.1, (z,v) = (0,7) si z est pair, (z,7) = (1,2)
ou (2, 1) si z est impair et suivant que £ < 2k ou que r > 2k respectivement.
S'il existe 4 € S — Na,, tel que (1,2) # (0,1) # (2,1), alors G(Np, U

{1}) est isomorphe & un graphe de G” et, d’aprés le corollaire 2.4, G =
G(Nar U {u}). Sinon, (1,2) # (2,1) et § — Nop = EyU Ep, ol E; = {7y €
S —Nop:(0,7) = (1,2)} et E2 = {y € §—Non : (0,7) = (2,1)}. I
existe a; € E; et ag € E» tels que (az2,01) £ (1,2) sinon (Ez U Noi) ~
(Ey U {2k + 1, ,2n}), contradiction car G est indécomposable. Ainsi,
G(Nan U {1, 02}) est isomorphe & un graphe de G” et donc G = G(Nap U
{a1,a2}) d’aprés le corollaire 2.4. o

2.4 Les graphes (-1)-critiques G tels que I'(G) est un
arbre étoilé

Soient un entier k > 3, p1, - , Pk, k entiers > 2 eti€ {1,---,k}. On
pose ig =0, S;, = {io," " ,ip } €t S(p1,+++ ,px) = U Si,,- On désigne par

P, le chemin défini sur S;, par A(F;,,) {(z,,zh) | l— h |=1} et on note
.A(pl, - ,px) V'arbre O-etmle défini sur S(pl, - ,Pk) et dont les branches
sont P, ,---, Py, . Pouri # j € {1,--- ,k}, on considére l'application
fi,,.. Jdp; définie sur S US par f,p‘ Jdp; (1,1) =p;—let fip‘ dp; (Gn) = p:i +h.

Remarque 2.31. Sz G est un graphe (-1)-critiqgue en 0, tel que I'(G) =
A(p1,--- ,px) alors Uapplication f;, Jp; €St un isomorphisme de G(S;, U
Sjs;) sur un graphe G’ de la classe Gp, 4p,(Pi)-

Conformément & la proposition 2.5, nous distinguons les cas, suivant
que l'arbre étoilé I'(G) admet ou n’admet pas une branche de longueur
impaire. Nous construisons alors pour k entiers non nuls n, ng,--- ,n ol
k > 3, deux classes de graphes H(2n; +1, 2no, - - - , 2ng) et H(2ny,- - -, 2ny),
comme suit.

1. H(2ny+1,2n,,- - ,2n;) est la classe des graphes G définis sur S(2n,+

1,2n,,---,2n) et qui vérifient les conditions suivantes.
— Chacun des graphes G({0,1,}) et G({i1,i2}),0t1i € {2,--- ,k}, est
non vide.
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— Pour tous z # y € S(2n; + 1,2n9,--- ,2n;),ona :

- Si (z,9) € A1 = {(lai+1,12541) : 0 < I < j < my}, alors
(:L', y) = (11, 13).

- Si (z,y) € Ai = {(f2141,925) : 0 < I < j<m}, o0 i€ {2, ,k},
alors (z,y) = (i1, 12).

- Si (:r,y) € EUF,ol0 E = {('1:2]',12[4.1) 2
ni, 0 <l <m}et F={(lg,1a41) : 0 <
(ZE, y) = (0’ 11) x

- Si {(z,v), (v, m)}N ((.U1 AYUEUF) = 0, alors G({z,y}) est
vide. '

2. H(2ny,: - ,2ny) est la classe des graphes G définis sur S(2n;, - -+ , 2ny)
ou S(2ny, - ,2nk)U{y}, ot v € S(2ny, -+ ,2nx), et qui vérifient les
conditions suivantes.

- Pour tout ¢ € {1,---,k}, le graphe G({i,i2}) est non vide.

- Pour tous i, # j, dans S(2n;,-++ ,2n3),0na i, «— jysipet g
sont pairs et ¥ € S(G); (ip, Jq) = (41,%2) si ¢ = j, p est impair, ¢
est pair et p < q; i, — —j, dans le reste des cas.

- Lorsque 4 € S(G), le graphe G({v,0}) est non vide et pour tout
i, € S(G) — {7}, (1,4p) = (7,0) si p est pair, et v — —i, si p est
impair.

Soit G un graphe de la classe H(p1,p2,- - ,px), ol p; = 2n; ou 2n; +1,

Pr = 2n, pour r € {2,---k}, et soient i # j dans {1,--- ,k}. Notons les
remarques suivantes.

< <j<

<i<k 0
J £l < m} alors

Remarque 2.32. Pour tout g € {0,--- ,p; — 1}, Uapplication g;, o définie
sur S(G) par gi,, q(T) = i1—2 siz =i avecl > q+2, et gi, 4(T) = z sinon,
est un isomorphisme de G — {ig,iq41} sur G — {ip,—1,1p, }.

Remarque 2.33. L'application f;, Jp; €St un isomorphisme de G(S;,, U
Sjpj) sur un graphe de la classe Gp,1p,(pi). De plus, si v € S(G) alors
G(S;,, v Sj,, U {7}) est isomorphe & un graphe de G", en particulier, il
s’agit d'un graphe (-1)-critique.

Lemme 2.34. Etant donné un grephe G de la classe H(2n1+1,2n2,- -+ ,2ny),
G est (-1)-critique en 0 et I(G) = A(2n1 + 1,2n,,- - , 2ny).

Preuve. Posons n =| S(2n; + 1,2n2,--+ ,2n%) |, p1 = 2n; + 1 et p; = 2n;
pour ¢ € {2,---,k}. Notons que n est pair et n > 8. Nous montrons par
récurrence sur n, que les graphes G et G—{ip,,ip,—1},00¢ € {1, -+ ,k}, sont
indécomposables. Supposons d’abord que G est d’ordre n = 8, c’est-a-dire
G € H(8,2,2). L’application f définie par f(22) =0, f(2,) =1, f(0) =2,
f(31) =3, f(32) = 4 et f(1;) = c, est un isomorphisme de G — {12, 13} sur
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un graphe G'. On vérifie que G’ est un graphe de la classe G”, en particulier
G —{12, 13} est indécomposable. D’apreés la remarque 2.33 et le lemme 2.18,
les graphes G — {21,2;} et G — {3;,3;} sont indécomposables. De plus,
3 € [S(G - {31332})]1 32 ¢ [S(G - {31,32})] et (31132) ?-é (3ly0)1 donc
G est indécomposable. Supposons maintenant que G est d’ordre n > 10.
Si pour tout t € {1,---,k}, pr < 3, clest-a-dire G € H(3,2,2,---,2),
alors k > 4 et G — {kp,,kp,—1} € H(p1,"*- ,Pk—1). Sinon, il existe ¢t €
{1,--+,k} tel que p; > 4 et donc G — {tp,,tp,—1} € H(g, - ,qk), ol
g = pt — 2 et pour tout r € {1,---,k} — {t}, ¢ = pr. Il s’ensuit en
appliquant I’hypothése de récurrence, qu'il existe ! € {1,---,k} tel que
G = {lp;, lp,—1} est indécomposable, et tel que pour tout m € {1,--- ,k} —
{1}, G—{lp,,lp, =1, Mp,, ,Mp,, -1} est indécomposable. On vérifie maintenant
que G — {my,,,my,. -1} et G sont indécomposables en utilisant le lemme
1.2 avec les parties X = S(G) — {lp, lpi—1:Mppn, Mp,,—1} et Y = S(G) —
{um’um—l}' En effet, [, -1 € (X}, by & [X] et (lpi-1,lp)) # (o1, 11),
donc G—{m,,,,m, 1} est indécomposable. De plus, m,, -1 € [Y], m,,, &
[Y] et (mp,.-1,Mp,,) & (Mp,,~1,11), donc G est indécomposable.

Soit 5 € {1,--+,k}. On a S(G) — {jp;Jp;~1} est un intervalle non
trivial de G — jp,. De plus, pour tout | € {1,---,p; — 1}, {i—1,J14+1} est
un intervalle de G — j;. Il s’ensuit que tous les sommets de G — 0 sont des
sommets critiques de G. Comme G — {jp;,jp;—1} est indécomposable, les
arcs de A(p1,p2, - ,Px) sont des arcs de I(G) d’aprés la remarque 2.32.
Nous concluons, en utilisant le lemmes 2.1 et la proposition 2.5, que G est
(-1)-critique en 0 et que I(G) = A(p1,p2," - ,Pk)- O

Proposition 2.35. Les graphes G d’ordre > 7, (-1)-critiques en 0 et tels
que I'(G) = A(2ny + 1,2n;,- -+ ,2n;) sont, auz complémentaires prés, les
graphes de la classe H(2n1 + 1,2ng,--- , 2n%).

Preuve. Soit G = (S, A) un graphe (-1)-critique en 0 tel que I'(G) =
A(2n; +1,2n,,- - ,2n;). Montrons que G ou G est un graphe de H(2n, +
1,2ng,- -+ ,2n). Notons que pour ¢ # j dans {2,--- ,k},ona (124,,124,-1) =
(12n,,%2n,-1) = (J2n;—1,%2n,-1) = (J2n;—1,120,) = (125, -1, 12,).

Ainsi, le graphe G({12n,,12n,-1}) est complet ou vide. Quitte & rem-
placer G par G, on peut supposer que lgn, — —l2n,—1. Nous vérifions a
I'aide de la remarque 2.31 et des lemmes 2.17 et 2.26, que G(S(2n; +
1,2ny--+,2nx)) est un graphe de la classe H(2n, + 1,2n3- - ,2n;). Ce
graphe étant indécomposable d’aprés le lemme 2.32,

G =G(S(2ny + 1,2na, -+ ,2ny)) d’aprés le corollaire 2.4. O

Lemme 2.36. Etant donné un graphe G de la classe H(2ny,--- ,2nx), G
est (-1)-critique en 0 et I'(G) = A(2ny,- -+ ,2ng).
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Preuve. Posons n =| S(G) | et p; = 2n; pour i € {1,--- ,k}. Notons que
n 2 7. Nous montrons par récurrence sur n, que les graphes G et G —
{ip:1ipi—1}, o0 2 € {1,---,k}, sont indécomposables. Supposons d’abord
que G est d'ordre n = 7, c’est-a-dire G € H(2,2,2) et S(G) = 5(2,2,2).
D’aprés la remarque 2.33 et le lemme 2.27, les graphes G — {1;,15}, G —
{21,22} et G — {3;,32} sont indécomposables. De plus, 3; € [S(2,2,2) —
{31,32}] , 32 & [S(2,2,2) — {31,32}] et (31,35) # (31,0), donc G est
indécomposable. Supposons maintenant que G est d’ordre n > 8. Soit i €
{1,-+ ,k}.Sip; = 2 et k = 3 alors, d’aprés la remarque 2.33, G—{ip,, 15,1}
est indécomposable. Sinon, ou bien p; = 2 et k > 4, ou bien p; > 4. Dans
le premier cas, G — {ip,,ip,—1} est isomorphe & un graphe de la classe
H(q1,*"* ,qk~1), ot pour tout t € {1,--- ,k ~ 1}, ¢ = p; (resp. pes1)
sit < i (resp. si ¢ > i). Dans le deuxidme cas, G € H(ry, -+ ,r%), ol
r; = p; — 2 et pour tout ¢ € {1,---,k} — {i}, r = p;. Il s’ensuit dans
les deux cas, que G — {%p,,ip,~1} est indécomposable par hypothése de
récurrence. Par construction de la classe H(2ny,--- ,2nk), ip-1 € [X],
iPi ¢ [X]’ ou X = S(G) - {imsim—l}’ et (iPi-l’iPi) # (im-l’o)s donc G
est indécomposable.

Soit j € {1,--- , k}. Encore par construction de la classe H(2n;, - - - , 2n),
pour tout ! € {1,--+,p; — 1}, {ji—1,Ji+1} est un intervalle de G — j et
S(G) — {Jp;-1,Jp;} est un intervalle non trivial de G — j,,. De plus, si
v € S(G), alors (Sjp,) = =(S(G =) = §;,, ), et donc Sj,, est un intervalle
non trivial de G — 4. Il s’ensuit que tous les sommets de G — 0 sont des
sommets critiques de G. Comme G — {Jjp,,Jp,~1} est indécomposable, les
arcs de A(p1,p2,- - ,px) sont des arcs de I(G) d’apres la remarque 2.32.
Il s’ensuit d’aprés le lemmes 2.1, que G est (-1)-critique en 0. De plus,
lorsque v € S(G), S(G} — {7,Jp;_1Jp,} est un intervalle non trivial de
G = {7, Jp,}, de sorte que d’aprés la proposition 2.5, -y est un sommet isolé
de I(G). Encore par la la proposition 2.5, I'(G) = A(p1,p2,** ,Pk)- o

Proposition 2.37. Les graphes G d’ordre > 7, (-1)-critiques en O et
tels que I'(G) = A(2n4,2n2,- -+ ,2n) sont, auz complémentaires preés, les
graphes de la classe H(2n1,2nz,- - ,2n).

Preuve. Soit G = (S, A) un graphe (-1)-critique en 0 tel que I'(G) =
A(2n1,- - ,2nk). Montrons que G ou G est un graphe de H(2n1,- - , 2ng).
D’aprés la remarque 2.31 et le lemme 2.26, pour i € {2, - , k}, (i2n,,%2n,-2) =
(12n,-2, 12n,) €t (f2n,-1,%2n,—2) = (12n, -2, 120, —1). D’autre part, pour i #
jdans {2,--- ,k}, (12n,, 120, -2) = 120y, %20;) = (J2n;, 92n,) = (Jon;, lon,) =
(12n,~2,12n,) €t (124,-1,120,-2) = (l2n,~1,%20,-1) = (J2n;-1,%2n,-1) =
(Jonj—1512n,-1) = (12n, -2, 12n, —1). Les graphes G({12n,-2, 124, }) et
G({12n,-2,12n,-1}) sont alors vides ou complets. Quitte & remplacer G par
G, on peut supposer qu’ou bien 1z, -2 +— lan, €t lzp, -2 — —12n,-1, Ou
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bien 125, -2 — —{12n,-1, 125, }. Supposons d’abord que 13,2 < l2n, et
124, -2 — —12pn,-1. Nous vérifions en utilisant la remarque 2.31 et le lemme
2.26, que G(S(2n1, - - - , 2nx)) est un graphe de la classe H(2ny, - -+ , 2n). Ce
graphe étant indécomposable d’aprés le lemme 2.36, G = G(S(2ny, - - - , 2nk))
d’aprés le corollaire 2.4. Supposons maintenant que 1o, —2——{12n,-1, 12, }.
On a 0——(S(2n4,- -+ ,2nk) — {0}). Comme G est indécomposable il existe
v € 8(G) — §(2ny,- -+ ,2nx) tel que le graphe G({0,7}) est non vide. En
utilisant encore la remarque 2.31 et le lemme 2.26, on vérifie que
G(S(2ny,-++ ,2nk) U {7}) est un graphe de la classe H(2n1,- -, 2nk). Ce
graphe étant indécomposable d'aprés le lemme 2.36, G = G(S(2ny, - - - , 2nk)V
{7}) d’apres le corollaire 2.4. o

En conclusion nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 2.38. Les graphes G d’ordre > 7 et (—1)-critiques sont, d
isomorphisme prés, les graphes Hony1, Hont1, Rons1, Rony1 0 n 2> 3;
les graphes d’ordre > 7 de la classe FUGUG'UG" ; les graphes de la classe
H(2ny +1,2n9,- -+, 2nk) UH(2n1,2n2,- -+ , 2nx) et leurs complémentaires.

Concernant les graphes (—1)-critiques d’ordre < 6, d’aprés le lemme
2.11, la classe F nous donne une famille de ces graphes. Remarquons alors
que le lemme 2.3, outil important dans notre classification des graphes
(—1)-critiques, ne s’étend pas & leur cas. Par exemple, le graphe Qs =
({O) 1, 21 «a, ﬂ}, {(01 1)a (1) 0)9 (0: 2)7 (2) 0)) (0) ﬁ)) (ﬂ) 0)1 (27 IB): (ﬁy 2)1 (C!, ﬂ)a
(8,2)}) est un graphe (—1)-critique de la classe F dont le graphe
d’indécomposabilité est vide.
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