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Abstract

Let G = (V, A) be a graph. For every subset X of V is associated
the sub-graph G(X) = (X, AN(X x X)) of G induced by X. The dual
of G is the graph G* = (V, A*) such that, A* = {(z,y) : (v,2) € 4}.
A graph G is hemimorphic to G if it is isomorphic to G or G*.
Let an integer £k > 1. A graph G’ defined on the same vertex set
V of G is (£ k)-hypomorphic (resp. (< k)-hemimorphic) to G if
for all subset X of V on at most k elements, the sub-graphs G(X)
and G'(X ) are isomorphic (resp. hemimorphic). G is called (< k)-
reconstructible (resp. (< k)-half-reconstructible) provided that every
graph G’ which is (£ k)-hypomorphic (resp. (< k)-hemimorphic )
to G is hypomorphic (resp. hemimorphic) to G. In 1972, G. Lopez
{14, 15] established that the finite graphs are (< 6)-reconstructible.
For k € {3,4,5}, the (< k)-reconstructibility problem for the finite
graphs was studied by Y. Boudabbous and G. Lopez in [1, 5]. In
2006, Y. Boudabbous and C. Delhommé [4] characterized, for each
k > 4, all (£ k)-reconstructible graphs. In 1993, J. G. Hagendorf
and G. Lopez showed in [12] that the finite graphs are (< 12)-half-
reconstructible. After that, in 2003, J. Dammak [8] characterized the
(£ k)-half-reconstructible finite graphs, for every 7 < k < 11. In this
paper we characterize for each integer 7 < k < 12, all (< k)-half-
reconstructible graphs.
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1 Introduction

Un graphe orienté (ou tout simplement graphe) est un couple G = (S, A)
dans lequel S est un ensemble appelé ensemble des sommets de G et A est
un ensemble de couples d'éléments distincts de S, appelé ensemble des arcs
de G. Pour tous éléments distincts =,y de S, la notation z —— y signifie
(z,9), (y,z) € A et on dit dans ce cas que {z,y} est une aréte pleine. La
notation z — —y signifie (z,y), (y,z) ¢ A et on dit dans ce cas que {z,y} est
une aréte vide. La notation z — y signifie (z,y) € A et (y,z) € A. Une
paire {z,y} d’éléments distincts de S est dite aréte neutre de G si z — y
ou x — —y et dans le cas contraire on dit que ’aréte est orientée. Pour tout
z € S, pour tout Y C(S — {z}), z — Y (resp. Y — z) signifiez — y
(resp. y — z) pour tout y € Y. On définit de méme z — Y et z — Y.

Soit G = (S, A) un graphe. Le dual de G est le graphe G* = (S, A*)
o, A* = {(z,v) : (y,) € A}. A chaque partie X de S est associé le sous-
graphe G(X) de G (induit par X) défini par: G(X) = (X, AN (X x X)).
On dit qu’une partie X de S vérifie une propriété P, si le sous-graphe G(X)
vérifie P.

Sment G =(5A)et G = (S' A ) deux graphes. Une bijection f de S
sur S est un isomorphisme de G sur G lorsque pourz € S,y € S, (z,y) €
A si et seulement si (f(z), f(y)) € A". Lorsqu’un tel 1somorphlsme existe,
on dit que G et G’ sont isomorphes et on note G ~ G . Un hémimorphisme
de G sur G est soit un isomorphisme de G sur G’ soit un isomorphisme de
G* sur G.

Soient un entier k > 1 et un graphe G = (S, A). Si G est isomor-
phe & son dual, on dit que G est autodual. Le graphe G abrite un graphe
H, si H est isomorphe & un sous-graphe de G. Soit G un graphe ayant le
méme ensemble des sommets S que G. Le graphe G’ est (< k)-hypomorphe
(resp. (< k)-hémimorphe) & G lorsque pour toute partie X de S ayant au
plus k sommets, les sous-graphes G(X ) et G'(X) sont isomorphes (resp.
hémimorphes). Les graphes G et G sont ﬁmment isomorphes si pour
toute partie finie X de S les sous-graphes G(X) et G'(X) sont isomorphes.
Le graphe G est (< k)-autodual si G est (< k)-hypomorphe 4 son dual.
Le graphe G est (< k)-reconstructible (resp. (< k)-demi-reconstructible)
lorsque tout graphe (< k)-hypomorphe (resp. (< k)-hémimorphe) & G lui
est isomorphe (resp. hémimorphe).

Suite au probléme de la (< k)-reconstructibilité posé par R. Fraissé [11],
G. Lopez [14, 15] a établi, en 1972, le résultat suivant.

Théoréme 1 [14, 15] Les graphes finis sont (< 6)-recontructibles.

Ensuite, pour k € {3,4,5}, le probléme de la (< k)-reconstructibilité
des graphes finis a été étudié par Y. Boudabbous et G. Lopez dans (1, 5].
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En 1993, J.G.Hagendorf a élargi [12] la problématique de la recon-
struction & la demi-reconstruction. Dans [12] J.G.Hagendorf et G.Lopez
ont montré que les graphes finis sont (< 12)-demi-reconstructibles. En-
suite, en 2003, J.Dammak [8] a caractérisé les graphes finis (< k)-demi-
reconstructibles pour tout 7 < k < 11.

Enfin, en 2006, Y. Boudabbous et C. Delhommé ont étudié la (< k)-
autodualité (3], puis la (< k)-reconstructibilité [4], des graphes (finis ou
infinis). Iis ont ainsi retrouvé en les prolongeant au cas infini, des résultats
de G. Lopez [16] et Y. Boudabbous [1]. Cette derniére étude a motivé notre
présent travail sur la (< k)-demi-reconstructibilité des graphes (finis ou
infinis). Ce travail est basé sur les résultats de [3] et [7] et sur le principe de
"déformation” introduit dans [4]. Nous caractérisons en premier temps les
graphes infinis (< 12)-demi-reconstructibles. Ensuite, nous caractérisons
pour tout entier 7 < k < 11, les graphes (< k)-demi-reconstructibles.
Ainsi, nous retrouvons en les étendant & 'infini les résultats de J.Dammak
(8]. Notons que la caractérisation des graphes (< k)-demi-reconstructibles
pour k£ € {11,12} a été publiée sans preuve dans [10].

2 Préliminaires

2.1 Graphes particuliers

Soit G = (S, A) un graphe. Définissons sur S une relation notée R® comme
suit: pour tout élément z de S, zRz et pour tous éléments distincts z,y
de S, zRy s'il existe une séquence r = xo,...,2, = y telle que: pour
tout ¢ élément de {0,...,n — 1}, la paire {z;,z;4,} est une aréte orientée.
Cette relation est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence de
cette relation sont les composantes connezes orientées de G. Un graphe
qui admet une seule composante connexe orientée est dit graphe conneze
orienté.

Un tournoi est un graphe dont toutes les arétes sont orientées. Un
tournoi T = (S, A) est dit transitif, ordre total ou chatne, si Vz,y,z € S,
si (x — y et y — z), alors £ — z. L’ ordre total usuel sur I’ensemble
des entiers naturels N (resp. sur l’ensemble des entiers relatifs Z) est dit
un ordre total de type w (resp. w* +w). Tout graphe isomorphe & 1'un
des graphes obtenus a partir d’un ordre total fini d’au moins trois sommets
(resp. de type w, w* ou w* +w) en rendant, toutes pleines ou toutes vides,
les arétes reliant deux sommets non consécutifs est appelé une consécutivité
finie (resp. consécutivité infinie). A un isomorphisme preés il existe 6 (resp.
2) consécutivités infinies (resp. consécutivités finies & n sommets pour
chaque entier n > 3). Celles qui sont définies sur I’ordre total de type w ou
w* sont non autoduales et elles sont dites les consécutivités infinies & une
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seule extrémité.

Un cycle est un graphe obtenu a partir d’une consécutivité finiea p > 3
sommets en modifiant le lien entre ses extrémités par a, — a;, ol a; et
ap sont les extrémités initiale et finale respectivement.

Pour tout entier p > 3, on appelle p-consécutivité (resp. p-cycle) toute
consécutivité (resp. tout cycle) & p sommets.

On appelle pic tout graphe isomorphe & un graphe 4 3 sommets a, b, ¢
tels que {a, b} est une aréte neutre et {a,b} — c ou ¢ — {a, b}.

On appelle diamant tout graphe isomorphe a un tournoi 7" & 4 sommets
a,b,c,d tels que T'({a,b,c}) est un cycle & 3 éléments et {a,b,c} — d ou
d — {a,b,c}.

Tout graphe & 3 sommets qui contient 3 arétes de types différents est
appelé drapeau.

2.2 Module, module fort, partition modulaire, com-
posante modulaire

Soit G = (S, A) un graphe. Une partie M de S est un module de G si
pour tous éléments a,b de M et x de S — M, (a,z) € A si et seulement
si (b,z) € A, et (z,a) € A si et seulement si (z,b) € A. Par exemple, 0,
S et les singletons {z}, ol z € S, sont des modules de G appelés modules
triviauz. Un graphe est indécomposable si tous ses modules sont triviaux;
dans le cas contraire, il est décomposable

Une partition P de S est une partition modulaire de G si tous ses
éléments sont des modules de G. A chaque partition modulaire P de G
est associé le graphe quotient G/P = (P, A/P) de G par P défini comme
suit: pour tous X,Y € Pavec X #VY, (X,Y) € A/P si pour tous z € X
ety€Y,ona (z,y) € A

Une partie X de S est un module fort de G si X est un module de G
et si pour tout module Y de Gtelque XNY #Bona X CYouY C X.
Par exemple, les modules triviaux sont forts.

Soient G = (S, A) et H = (S', A’) deux graphes tels que SNS =Qet z
un sommet de G. Le dilaté de G par H en z, est le graphe obtenu & partir
de G en remplagant le sommet z par H de maniére que S’ sera un module
du graphe obtenu.

Définition 2 [6] Soit G = (S, A) un graphe.

1. Le graphe G est dit robuste si ses modules forts propres mazimauz
forment une partition de S ou si S est un singleton.

2. Si G est robuste et si| S |> 2, on appelle composantes modulaires de
G, ses modules forts propres mazimauz et on appelle partition canon-
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ique de G, la partition de S formée par les composantes modulaires
de G.

3. Si| S |< 1, on appelle partition canonique de G, l'unique partition de
S.

4. Si G est robuste, on appelle trame de G, son quotient par sa partition
canonique.

Dans ce papier nous utilisons la notation suivante.

Notation 3 Etant donné un graphe robuste G, on notera Pc(G) sa parti-
tion canonique et par Tg son trame.

Proposition 4 [9] Le trame d'un graphe robuste est une chaine, ou un
graphe dont toutes les arétes sont vides, ou un graphe dont toutes les arétes
sont pleines, ou un graphe indécomposable d’au moins trois sommets.

2.3 Classe de différence

La notion suivante de classe de différence introduite par G. Lopez en 1972
(14, 15] joue un réle essentiel dans ce papier.

2.3.1 Définition

Soient G = (8, A) et G' = (8, A’) deux graphes (<2)-hémimorphes. La
relation de différence de G et G’ est la relation d’équivalence D¢, v définie
sur S comme suit: pour tout élément = de S, 2D 5z et pour tous éléments
distincts z,y de S, zDg oy §'il existe une séquence finie 2o = z, ..., Tn = ¥
d’éléments de S telle que pour tout ¢ € {0,...,n — 1}, (z;,Ti+1) € A si et
seulement si (z;,zi41) & A . Les classes d’équivalence de D¢ o sont ap-
pelées les classes de différence de G et G'. Notons cl(Dg ') la famille des

classes de différence de G et G'.

Rappelons d’abord le résultat suivant qui permet le passage du fini a
Iinfini.

Lemme 5 [2] SoientG = (S,A) et G = (S, A') deuz graphes infinis (< 2)-
hypomorphes et C une partie infinie de S. Alors ’équivalence Dg(cy ¢’ (c)
admet une seule classe si et seulement si pour toute partie finie X de
C, il existe une partie finie Y de C contenant X, telle que ’égquivalence
Dg(yy,g'(v) admet une seule classe.
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Dans le cas fini la caractérisation des classes de différence sous I'’hypothése
de la (< k)-hypomorphie a été obtenue par G. Lopez [16] pour k = 6, par
Y. Boudabbous [1] pour k = 5 et par G. Lopez et C. Rauzy [17] pour
k = 4. Ensuite, en 2006, Y. Boudabbous et C. Delhommé ont étudié
Pautodualité des graphes (finis ou infinis). Dans cette étude, ils ont intro-
duit les préchaines.

2.3.2 Définitions [3, 4]

On appelle préchaine tout graphe dont aucun de ses sous-graphes n’est
isomorphe ni & un pic ni & un diamant et tel que toutes éventuelles deux
arétes neutres ne sont jamais adjacentes. Toute préchaine qui n'est pas
un ordre total est appellée préchaine propre. On appelle presque-ordre
total tout graphe obtenu en dilatant un sommet d’un 3-cycle ou le sommet
non adjacent & ’aréte neutre d’une 3-consécutivité, par un ordre total.
Clairement, un presque-ordre total est une préchaine.

2.3.3 Structure des préchaines
Dans cette section nous rappelons quelques propriétés des préchaines.
Proposition 6 [3/

1. Les préchaines ¢ au moins trois sommets sont connexes orientées.

2. Chaque aréte orientée d’une préchaine propre est adjacente & une
autre aréte orientée.

3. Toute préchaine infinie contient une chaine infinie.
4. Les modules propres d’une préchaine sont des chaines.

5. Toute préchaine propore est robuste, son trame est une préchaine pro-
pre indécomposable et ses composantes modulaires sont des chaines.

6. Les préchaines tournois (resp. les préchaines) sont (< 5)-autoduales
(resp. (< 4)-autoduales).

Il est & noter que les préchaines finies ont été décrites par G. Lopez et
C. Rauzy dans leur étude de ’hypothése de la (< 4)-hypomorphie [17].

2.3.4 Préchaine et hypomorphie

Lemme 7 [4] Soient G = (S,A) et G = (S,A’) deuz graphes (<3)-
hypomorphes.
Si G est une préchaine propre, alors:
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! ~
. G est une préchaine propre.

Pe(G) = Pc(G).

T = T¢ ou Ty = Tg-. En particulier, si G est indécomposable,
alors G' € {G,G*}.

. Pour chaque partie X de S admettant une intersection finie avec

chaque composante modulaire de G on a: G'(X) ~ G(X) si Ty = Tg
et G'(X) ~G*(X) si Ty =T~

2.3.5 Caractérisation des classes de différence

Suite & leur étude de la (< k)-reconstructibilité des graphes (finis ou infinis)
[4], Y. Boudabbous et C. Delhommé ont établi en particulier les résultats
suivants qui prolongent ceux qui sont obtenus dans le cas fini dans [1, 5,
16, 17).

Lemme 8 [4] Soient G et G deuz graphes (< 3)-hypomorphes et C une
classe de Dg -

1.
2.

5.

G(C) est conneze orienté.

cfDg c') est une partition modulaire de G et G et G/ d(Dg ) =
G /cDg ¢)-

8i C contient une partie A telle que G(A) est une consécutivité, alors
G (A) = G*(A).

Si G et G' sont {4}-hypomorphes et C contient une partie A telle que
G(A) est un cycle, alors G'(A) = G*(A).

$i G(X) =~ G'(X) pour chaque élément X de c(Dg '), alors G ~G.

Lemme 9 /3, 4] Soient un entier d > 4, G et G deuz graphes (< d)-
hypomorphes et C une classe de Dg o telle que | C |> 8.

1.

Sid =4, G(C) est un ordre total, ou un presque-ordre total, ou une
consécutivité, ou un cycle, ou une préchaine propre.

Sid =5, G(C) est un ordre total, ou un presque-ordre total, ou un
cycle, ou une consécutivité, ou une préchaine propre tourno:.

Sid =6, G(C) est un ordre total, ou un presque-ordre total, ou un
cycle ou une consécutivité.

. G(C) est (< d)-autodual.
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5. 5i X est une classe de D¢ v et G(X) n’admet aucun module de type
chaine infinie, alors G’ (X) et G*(X) sont isomorphes.

Lemme 10 [4/ Soient un entier d > 4, G et G deuz graphes (< d)-
hypomorphes et C une classe non autoduale de D ¢ .

1. Sid =4, G(C) est une consécutivité infinie ¢ une seule extrémité, ou
un ordre total infini, ou un presque-ordre total infini ou une préchaine
propre.

2. Sid =25, G(C) est une consécutivité infinie d une seule ertrémité, ou

un ordre total infini ou un presque-ordre total infini, ou une préchaine
propre tournor.

3. Sid =6, G(C) est une consécutivité infinie & une seule extrémité, ou
un ordre total infini, ou un presque-ordre total infini.

Rappelons aussi ce résultat obtenu par J. G. Hagendorf et G. Lopez.

Lemme 11 [18] Soient G et G' deuz graphes (< 3)-hypomorphes et C
une classe de Dg ov. Si G(C) n'est pas un tournoi, alors G(C) abrite une

8-consécutivité qui s’inverse dans G (C).
La notation suivante est utile pour la suite.

Notation 12 Soit G = (S, A) un graphe. Si G admet au moins un sous-
graphe fini non autodual, on note C, o(G) le plus petit cardinal des sous-
graphes non autoduaur de G. Lorsque le graphe G n’admet aucun sous-
graphe fini non autodual, on convient de dire que Cp, o(G) est infini.

Le résultat suivant di & J.Dammak (7] joue un role essentiel dans ce
papier.

Proposition 13 [7] Soient un entier d > 5, G = (S, A) et G = (S, 4)
deuz graphes finis (< d)-hémimorphes et C une classe de l’équivalence
Dgg-

1. SiC est dzﬁérentel de sa composante conneze orientée, alors C est un
module de G et G et G(C) et G (C) sont (£ d — 1)-hypomorphes.

2. §i Iy est une partie de C telle que | Iy | = Cp.o(G) et G(Ip) est non
autodual, alors G' (Iy) ~ G*(Io).

3. Si Iy est une partie de S telle que | Iy | = Cpn.o(G), G(lo) est non
autodual et G(Iy) ~ G (Ip), alors:
(i) C est un 'module de G et G'.
(it) Si en plus, G(Ip) est un drapeau et C NIy # D, alors G(C) et
G'(C) sont (< d — 2)-hypomorphes.
(iii) G(C) et G'(C) sont (< maz (Cpn.o(G)-1, d - Cpn.o(G)))-hypomorphes.
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Finissons cette section par les résultats suivants dont le premier est
obtenu par J. Dammak (7] et les autres sont obtenus par J. G. Hagendorf
et G. Lopez [12].

Lemme 14 [7] Les graphes connezes orientés finis sont (< 7)-demi-reconst
ructibles.

Théoréme 15 [12]5iG et G’ sont deuz graphes finis (< 12)-hémimorphes,
alors G et G ou G* et G sont (< 6)-hypomorphes.

Des deux Théorémes 1 et 15 découle directement le corollaire suivant.
Corollaire 16 [12] Les graphes finis sont (< 12)-demi reconstructibles.

Dans la suite nous utilisons la notation suivante.

Notation 17 Soient G = (S, A) un graphe et M un module propre de G.
On appelle contracté de G en M, le graphe Gy = ((S — M) U {M}, Ap)
ot, Ay est défini comme suit:

(2,9) € Aps si [((,9) € AN[(S— M) x (S—M)]) ou(e=M,ygM et
Jze M/(z,y) e A) ou (z € M, y=M et Iz € M/(z,z) € A)]. Ainsi, le
graphe G est le graphe obtenu & partir de G en considérant M comme un
sommet.

3 Caractérisation des graphes
(£ 12)-demi-reconstructibles.

Nous caractérisons dans ce paragraphe les graphes infinis non (< 12)-demi-
reconstructibles.

Théoréme 18 Un graphe infini G est non (< 12)-demi-reconstructible si
et seulement si l'une des situations suivantes est satisfaite.

1. G admet au moins un module infini qui est une chaine.

2. G admet au moins deur modules dont chacun est une consécutivité
infinie d une seule extrémité.

3. G admet un seul module M qui est une consécutivité infinie a¢ une
seule extrémité et il n’existe pas d’isomorphisme g de Gp sur (Gpm)*
tel que g(M) =M.

La preuve de ce théoréme utilisc en outre la notation et les trois lemmes
qui suivent.
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Notation 19 Soit G un graphe infini. On dit que le graphe G vérifie la
condition Cinfini 8t G vérifie U'une des situations 1, 2 ou 8 du Théoréme
18.

Lemme 20 Soient G un graphe infini et G un graphe (< 6)-hypomorphe d
G. 5iG ne vérifie pas la condition Cipfini, alors G et G’ sont hémimorphes.

Preuve. Supposons que G ne vérifie pas la condition Cinfini. Si DG,G'
admet une seule classe. Dans ce cas, comme G est (£ 6)-hypomorphe &
G, alors d’ apres le Lemme 9, G est une consécutivité. Donc, d’aprés le
Lemme 8, G' = G* et par suite, G et G' sont hemlmorphes Supposons
maintenant que D o admet au moins deux classes. D’aprés le Lemme 8,
toute classe C de D, o est un module de G et G’ telle que G(C) et G'(C)
sont (< 6)-hypomorphes. Si toutes les classes de Dg o sont finies, alors
d’aprés le Théoréme 1, pour toute telle classe C, G(C) =~ G'(C) et par
suite, d’aprés le Lemme 8, G ~ G'. Supposons alors que Dg v admet au
moins une classe infinie. Si toute classe infinie C de D¢ o est autoduale.
Dans ce cas, comme G n’admet aucun module de type chaine mﬁme alors
d’aprés le Lemme 9, G*(C) =~ G (C) et par suite, G(C) =~ G (C) et il en
découle que G et G’ sont isomorphes. Supposons que Dg o' admet une
classe infinie non autoduale Cy. Dans ce cas, d’aprés le Lemme 10, Cp est
une consécutivité infinie & une seule extrémité. Donc, comme G ne vérifie
pas la condition Cinfini, alors, Cp est unique. Ainsi, pour toute autre classe
C de Dg g, on a G(C) ~ G'(C) et par suite, il existe un isomorphisme
f de G’C sur G, tel que f(Cp) = Cp. Par ailleurs, d’aprés ’hypothése
il existe un isomorphisme g de Gg¢, sur (Ge,)" tel que g(Co) = Co. On
obtient donc un isomorphisme h de Gc sur (Gg,)* tel que h(Ch) = Co.
Ainsi, comme G’ (Cp) = G*(Cy), alors G = G*. O

Continuons par la remarque suivante dont la vérification est immédiate.

Remarque 21

1. Tous deuz ordres totauz définis sur le méme ensemble de sommets
sont finiment isomorphes.

2. Toute consécutivité infinie est finiment autoduale.

De I’étude de Y. Boudabbous et C. Delhommé (4] découle en particulier
le lemme suivant.

Lemme 22 [{] Soit G un graphe.

1. Les modules chaines mazimauz (resp. consécutivités infinies & une
seule extrémité) de G sont deuz & deuzx disjoints.
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2. Considérons une classe C de modules chaines mazimauz (resp. consécu
tivités infinies & une seule extrémité) de G et un graphe G’ obtenu ¢
partir de G en remplagant, pour chaque M € C, le sous-graphe G(M)
par une chaine (resp. une consécutivité infinie a une seule extrémité)
définie sur M.

Alors G et G ont les mémes modules chaines mazimauz (resp. consécu
tivités infinies & une seule extrémité).

Lemme 23 Soit G un graphe. Si G vérifie la condition Cinfini, alors G
est non (< 12)-demi-reconstructible.

Preuve.

e Si G admet au moins un module de type chaine infinie.

Soit M un module chaine infinie de G maximal pour l’inclusion. Con-
sidérons deux parties disjointes X et Xo de M qui sont équipotentes
4 N telles que X; U X, est une partie stricte de M. Soient C;
et Co les chaines définies sur M telles que C;(M — (X1 U Xy)) =
Co(M - (X1 UX0))=G(M — (X1 UX2)), C1(X1) 2w, Co(X1) ~ w*,
Cl(Xg) ~ w*, C(X3) wet X1 — M- (X4 UXQ) — X5, Il est
clair que C; et C» ne sont pas hémimorphes et que toutes les deux
sont finiment hémimorphes & G(M).

Cas 1. S’il existe un module M; équipotent & M tel que G(M;) est
non hémimorphe & G(M).

D’aprés le Lemme 22, tous les modules chaines infinies maximaux
de G sont deux a deux disjoints. Considérons alors, le graphe G’
obtenu & partir de G cn changeant le type d’isomorphie des mod-
ules chaines infinies maximaux de G et qui sont équipotents & M par
G(M). D’aprés le Lemme 22, les graphes G et G’ ont les mémes mod-
ules chaines infinies maximaux. En plus, deux chaines définies sur un
méme ensemble de sommets sont finiment isomorphes, d’ aprés la
Remarque 21. Ainsi, les graphes G et G’ sont (< 12)-hémimorphes.
D’autre part, puisque G(M) et G(M;) ne sont pas hémimorphes, alors
G et G’ ne sont pas hémimorphes.

Cas 2. Si pour tout module M; équipotent & M, G(M;) est hémimorphe
a G(M).

Comme C; et Cy ne sont pas hémimorphes, alors il existe ¢ € {1, 2}
tel que C; est non hémimorphe & G(M). En utilisant le Lemme 22 et
la Remarque 21, on peut voir que le graphe G’ obtenu & partir de G
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en remplagant G(M) par C; est (< 12)-hémimorphe & G mais ne lui
est pas hémimorphe.

S G admet au moins deuz modules dont chacun est une consécutivité
infinie @ une seule extrémité.

Cas 1. S'il existe deux modules M; et M, qui sont de type consécutivité
infinie a une seule extrémité et G(M2) ~ G*(M,).

D’apres le Lemme 22, tous les modules de G qui sont des consécutivités
infinies a une seule extrémité sont deux & deux disjoints. Considérons
alors le graphe G’ obtenu & partir de G en remplagant, pour tout mod-
ule J de G distinct de M, tel que G(J) ~ G*(M,;), le sous-graphe
G(J) par G*(J). D'aprés la Remarque 21, les modules qui sont des
consécutivités infinies & une seule extrémité sont finiment autoduaux.
Ainsi, le graphes G’ est (< 12)-hémimorphe & G. Par ailleurs, d’aprés
le Lemme 22, les graphes G et G’ ont les mémes modules qui sont des
consécutivités infinies & une seule extrémité. D’autre part, G admet
un module isomorphe & G(M;) et au moins un module isomorphe &
G*(My) alors que G' n’admet aucun module isomorphe & G*(M;).
Par conséquent, G et G’ ne sont pas hémimorphes.

Cas 2. S’il existe deux modules M; et Ms qui sont de type consécutivité
infinie & une seule extrémité et G(Ms3) ~ G(M;) et pour tous mod-

ules M, M' de G qui sont de type consécutivité infinie & une seule

extrémité G(M') % G*(M).

En utilisant le Lemme 22 et la Remarque 21, on vérifie facilement

que le graphe G* obtenu & partir de G en remplagant le sous-graphe

G(M,) par G*(M;) est (< 12)-hémimorphe & G mais ne lui est pas

hémimorphe.

Cas 3. Pour tous modules M, M’ de G qui sont de type consécutivité
infinie & une seule extrémité G(M) et G(M') ne sont pas hémimorphes.
Dans ce cas, G admet exactement deux modules M; et M5 qui sont de
types consécutivité infinie & une seule extrémité. Ainsi, le graphe G
obtenu a partir de G en remplagant G(M;) par G*(M;) est (< 12)-
hémimorphe & G mais ne lui est pas hémimorphe.

G admet un seul module M qui est une consécutivité infinie 4 une
seule extrémité et il n’existe pas d’ isomorphisme g de Gy sur (Gp)*
tel que g(M) =M.

Dans ce cas, considérons le graphe G’ obtenu & partir de G en rem-
plagant le sous-graphe G(M) par G*(M). D’aprés la Remarque 21,
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le module M est finiment autodual. Ainsi, le graphe G’ est (<
12)-hémimorphe & G. Par ailleurs, d’aprés le Lemme 22, M est le
seul module de G et de G’ de type consécutivité infinie & une seule
extrémité. Comme, en plus, G (M) % G(M), alors G et G ne sont
pas isomorphes. D’autre part, s'il existe un isomorphisme f de G’ sur
G*, alors f(M) = M et par suite f induit un isomorphisme g de G
sur (GM) tel que g(M) = M; ce qui contredit I’hypothése. Ainsi, G
et G ne sont pas hémimorphes.

O

Lemme 24 SiG = (S, A) et G = (S, AI) sont deux graphes infinis (< 12)-
hémimorphes, alors G et G ou G* et G sont (£ 6)-hypomorphes.

Preuve. Soient G = (5, A) et G’ = (S, A4") deux graphes infinis (< 12)-
hémimorphes. Supposons par ’absurde que ni G et G, ni G* et G sont
(£ 6)-hypomorphes. On peut trouver donc deux parties X,Y de S telles
que 1 <| X |<6,1<]Y €6, G(X)#G(X) et G(Y) % G*(Y). Soit
Z une partie de S contenant X et Y telle que | Z |= 13. Par hypothese,
les graphes G (Z) et G(Z) sont (< 12)-hémimorphes, alors que ni G (Z)
et G(Z) ni G'(Z) et G*(Z) ne sont (< 6)-hypomorphes; ce qui contredit le
Théoréme 15. (]

Preuve du Théoréme 18.

La condition suffisante découle directement du Lemme 23. Pour la con-
dition nécessaire, raisonnons par I’absurde et considérons un graphe mﬁm
G non (< 12)-demi-reconstructible ne vérifiant pas la Cinfini. Soit G un
graphe (< 12)- hemlmorphe aG qui ne lui est pas hémimorphe. D’aprés
le Lemme 24, G et G' ou G* et G sont (< 6)-hypomorphes. Comme le
graphe G ne vérifie pas la condition Cinfin;, alors il en est de méme pour
G*. Ainsi, d’aprés le Lemme 20, G et G’ sont hémimorphes; ce qui est
absurde.

Cette remarque est une conséquence immédiate du Théoréme 18 et de
la structure des préchaines.

Remarque 25 Soit G un graphe (< 12)-demi-reconstructible. Comme les
modules propres d’une préchaine sont des chaines, alors les modules propres
des modules préchatnes de G sont tous finis, puisqu'ils sont des modules de
G lui méme.
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4 Principe de déformation

Dans cette section nous établissons la proposition suivante qui prouve la
condition suffisante de tous les théorémes qui suivent.

Proposition 26 Dans chacune des situations suivantes, un graphe (< 12)-
demi-reconstructible G est non (< d)-demi-reconstructible.

o (d,Cn.0(G)) € {(11,6),(10,5),(9,4)} et G admet au moins deuz com-
posantes connezes orientées non autoduales qui sont des préchaines
tournois.

o (d,Cn.o(G)) € {(10,5),(9,4)}, parmi les composantes connezes ori-
entées non autoduales de G une seule, notée D, est une préchaine
tournoi et il n'existe pas d’ isomorphisme g de Gp sur (Gp)* tel que

9(D)=D.

¢ (d,Cn.a(G)) € {(9,5),(8,4)} et G admet au moins deuz composantes
connezes orientées non autoduales qui sont des préchaines.

o d =8, Cpo(G) = 4, parmi les composantes connezes orientées non
autoduales de G une seule, notée D, est une préchaine et il n’eziste
pas d’ isomorphisme g de Gp sur (Gp)* tel que g(D) = D.

e d=28,(,q(G) =3 et G admet au moins deuz composantes connezes
orientées non autoduales qui sont des préchaines tournois disjointes
de tout drapeau.

o d =8, Cno(G) = 3, parmi les composantes connexes orientées non
autoduales de G une seule, notée D, est une préchaine tournoti dis-
jointe de tout drapeau et il n’existe pas d’ isomorphisme g de Gp sur
(Gp)* tel que g(D) = D.

o d=17 Cra(G) =3 et G admet au moins deur composantes con-
nezes orientées non autoduales dont chacune est un module de type
préchaine tournoi ou une préchaine non tournoi disjointe de tout dra-
peau.

o d =17, CpnqolG) = 3, parmi les composantes connezes orientées non
autoduales de G une seule, notée D, est un module de type préchaine
tournoi ou une préchaine non tournoi disjointe de tout drapeau et il
n’existe pas d’ isomorphisme g de Gp sur (Gp)* tel que g(D) = D.

0 d=17,Cpn.(G) =4 et G admet au moins deuz composantes connezes
orientées non autoduales.

Le lemme suivant est utile pour la preuve de cette proposition.
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Lemme 27 Soit D une composante conneze orientée d’un graphe G. Alors:
i) Si D n’est pas un module de G, alors il existe a,b € D avec a # b,
z € S — D tels que G({a,b, z}) est un drapeau.

i) Si D est disjointe de tout drapeau, alors toute composante conneze ori-
entée D' de G distincte de D est un module de G(DU D').

Preuve.

i) Supposons que D n’est pas un module de G. Dans ce cas il existe deux
éléments distincts z,y de D et z € S — D tels que l'aréte {z, 2} est vide et
'aréte {y, 2z} est pleine. Considérons un chemin orienté = zg,...,.Tx = ¥
d’éléments de D tel que pour tout ¢ < k la paire {z;,zi+1} est une aréte
orientée. Comme l'aréte {z,z} est vide et P’aréte {y, z} est pleine, alors il
existe i € {0, ...,k — 1} tel que P’aréte {z;, z} est vide et l'aréte {zi;1,z}
est pleine. Ainsi, G({z;, i1, 2}) est un drapeau d’aréte orientée {z;, zi11}.

ii) Supposons que D est dls_]omte de tout drapeau et considérons une
composante connexe orlentee D' de G distincte de D. Ralsonnons par
I’absurde et supposons que D’ n’est pas un module de G(DU D'). Dans ce
cas, le i) appliqué au sous-graphe G(D U D ) implique qu'’il existe a,b € D’
avec a # b, z € D tels que G({a,b, z}) est un drapeau; ce qui contredit le
fait que D est disjointe de tout drapeau. O

Du Lemme 27, nous déduisons immédiatement la remarque suivante.
Remarque 28 Soit D une composante conneze orientée d’un graphe G.
o i D est disjointe de tout drapeau, alors D est un module de G.

o 5iCpn.a(G) > 4, alors D est un module de G.

Preuve de la Proposition 26

Soit £ I'un des types des composantes connexes orientées citées dans le
lemme. Pour chaque type d’isomorphie ¢ d’un graphe de type &, et pour
chaque graphe G, on note £{¢(t) ’ensemble des composantes connexes ori-
entées de G dont le type d’isomorphie est t. Dans chacun des cas suivants,
on va construire un graphe non hémimorphe a G.

Cas 1. Si G admet au moins deux composantes connexes orientées non
autoduales de type £.

Cas 1.1. S'il existe deux composantes connexes orientées non autoduales

D, et D, de type £ telles que G(D2) ~ G*(Dh).
Considérons le graphe G’ obtenu & partir de G en remplagant pour tout
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X € £c(G*(Dy)) le sous-graphe G(X) par G*(X). Comme £6(G(D,)) # 9,
£6(G*(D1)) # B, £+ (G(Dy)) # D et £ (G*(Dy)) = @, alors les graphes

G et G ne sont pas hémimorphes.

Cas 1.2. S’il existe deux composantes connexes orientées non autoduales
D, et D, de type € telles que G(Ds) ~ G(Dl) et pour toutes composantes
connexes orientées non autoduales D et D' de G de type &, G(D) # G*(D").
Considérons le graphe G’ obtenu & partir de G en remplagant G(D;) par
G*(Dy). Comme £c(G(D1)) # 9, £c(G™(Dy)) = 9@, &5 (G(D1)) # D et
€q' (G*(Dh)) # 9, alors les graphes G et G’ ne sont pas hémimorphes.

Cas 1.3 Si pour toutes composantes connexes orientées non autoduales
D et D' de G de type &, G(D) et G(D') ne sont pas hémimorphes.
Soient D, et Dy deux composantes connexes orientées non autoduales de
G de type £. Considérons le graphe G’ obtenu & partir de G en rem-
plagant G(D1) par G*(D,). Comme | {6(G(D1)) |= 1, | £6(G*(Dh1)) |= 0,
| 6c(G(D2)) |= 1, | €6(G*(D2)) |= 0, | €6/ (G(D1)) |= 0, | €&+ (G*(Dy)) |=
1, | €' (G(D2)) |= 1 et | £ (G*(D2)) |= 0, alors les graphes G et G ne
sont pas hémimorphes.

Cas 2. Si parmi les composantes connexes orientées de G une seule, notée
D, est de type § et il n’existe pas d’ isomorphisme g de Gp sur (G}) tel
que g(D) = )

Dans ce cas, considérons le graphe G obtenu & partir de G en remplagant
G(D) par G*(D). On adoncég(G(D)) = {D}, £&c(G*(D)) = @, € (G(D))
= @ et £5(G*(D)) = {D}. Ainsi, G et G’ ne sont pas isomorphe. Par
ailleurs, s'il existe un isomorphisme f de G’ sur G*, alors nécessairement
F(D) = D ( car £-(G*(D)) = {D} et £z (G*(D)) = {D}). Ainsi,
'application g définie sur (S — D) U {D}, par g(D) = D et pour tout
z € §— D,g(z) = f(x), est un lsomorphlsme de Gp sur (GD) tel que
g(D) = D; ce qui contredit I’hypothése. Ainsi, les graphes G et G’ ne sont
pas hémimorphes.

Montrons maintenant que les graphes G et G’ sont (£4d) hémlmorphes
Soit X une partie de S telle que | X |< d. Comme G et G sont (< 2)-
hémimorphes, alors en utilisant la Remarque 28, on vérifie facilement que
chaque composante connexe orientée de G inversée dans G est un module
deGetG'.

Les trois faits qui suivent achévent la preuve.

Fait 29 S’il eriste deur composantes connezes orientées D' # D de G
telles que min (| XN D' |,| XN D |) > Cn.a(G), alors pour toute com-
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posante conneze orientée D) de G tel que G*(D,) = G (D;), G(X N Dy)
est autodual.

En effet,

Si| X N Dy |< Crno(G), alors on a le résultat. Sinon, d’aprés les valeurs
de d et C,,.o(G) on discute seulement les situations suivantes.

o (d,C..o(G)) = (10,5) (resp. (8,4)) et D; est une préchaine tournoi
(resp. une préchaine.)
Rappelons d’aprés la Proposition 6, que toute préchaine tournoi (resp.
préchaine) est (< 5)-autoduale (resp. (< 4)-autoduale).
Si| XN D |=Cpn.a(G), alors G(X N D) est autodual. Si| XND, |>
Cn.a(G), alors | X — Dy |< Cn.o(G); ce qui est absurde.

e (d,C.a(G)) = (9,4) et Dy est une préchaine tournoi.
Si| XND, |€ {4,5}, alors G(XND,) est autodual. Sinon, | X—D; |<
Cn.a(G); ce qui est absurde.

e (d,C,.0(G)) = (8,3) et D,y est une préchaine tournoi disjointe de tout
drapeau.
Si| XN D, |€{3,4,5}, alors G(X N D,) est autodual. Sinon,
| X — Dy |< Cp.o(G); ce qui est absurde.

¢ (d,C.0(G)) = (7,3) et Dy est un module de type préchaine tournoi
ou préchaine non tournoi disjointe de tout drapeau.
Si| XnD, |€ {3,4}, alors G(XND,) est autodual. Sinon, | X—D, |<
Cn.o(G); ce qui est absurde.

Fait 30 Si pour toute composante conneze orientée D de G, | X N D |<
Cn.a(G), alors G et G’ sont (£ d) hémimorphes.

En effet,

Comme pour toute composante conneze orientée D, on a | X N D |<
Cn.o(G), alors G(X N D) ~ G*(X N D). Soit D, une composante con-
neze orientée de G. Si D, est inversée, alors G (XN D) = G*(X N D,) et
par suite, G (X NDy) ~ G(XND,). Sinon, on a G (XND,) = G(XND,).
Donc, pour toute composante conneze orientée D, on a G (X N D) =~
G(X N D). Comme en plus, les composantes connezes orientées inversées
de G sont des modules de G et G', alors G (X) et G(X) sont isomorphes.

Fait 31 S’ existe une composante conneze orientée D de G telle que
| XN D|2Cnal(G), alors G et G sont (< d) hémimorphes.
En effet,

e Si pour toute composante connezre o7:ientée D disti,ncte de D, on a
| XND |<Cral(G), alors GIXND') ~ G'(XOD Y~G*(XND).

En plus, les composantes connezes orientées inversées de G sont des
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modules de G et G'. Ainsi, si G’ (D) = G(D), alors G(X) ~ G'(X).
Supposons maintenant que G (D) = G*(D). SiG(XND)~G (XN
D), on conclut comme dans le Fait 30. Sinon, il est clair que G*(X N
D) = G'(XND). Don, siCy.a(G) > 4, comme toute les composantes
connezes orientées de G sont des modules, alors on déduit facilement
que G*(X) =~ G'(X). SiCn.a(G) = 3, suivant les valeur de d, nous
distinguons ces deuzr situations.

1. Sid =17 et D est un module préchaine tournoi. Dans ce cas,
comme d’aprés la Proposition 6, les préchaines tournois sont
(< 5)-autoduales et G*(X N D) £ G(X nD), alors | XND|>6
et par suite, on vérifie facilement que G*(X) ~ G (X).

2. §id =17 et D est une préchaine non tournoi (resp. d = 8 et D est
une préchaine tournoi) disjointe de tout drapeau. Dans ce cas,
comme d’aprés la Proposition 6, les préchaines (resp. préchatnes
tournois) sont (< 4)-autoduales (resp. (< 5)-autoduales), alors
| XND |>5 (resp. | XND |> 6). Sipour toute com-
posante conneze orientée D' distincte de D, | X N D' |= 1,
alors G*(X) ~ G'(X). Sinon, ona|X|=7et|XND|=5
(resp. | X |=8 et | XND|=6) et il existe une composante
conneze orientée D' # D de G telle que | XN D' |=2. D’aprés
le Lemme 27, la paire {D, D } est une partition modulaire de
G(DUD') et par suite de G (DU D'). Ains, {XnD,XnD"}
est une partition modulazre de G(X) et G'(X). Par conséquent,
comme G*(XND)=G(XND) et G*(XND)~G(XNnD),
alors G*(X) ~ G'(X).

e S’il existe une composante conneze orientée D' distincte de D telle
que | XN D' |> Cpn.o(G). Dans ce cas, d’aprés les valeurs considérées
du couple (d Crn.a(G)), on voit que pour toute composante conneze
orientée D" de G distincte de DetD,| XND" |< CnalG) et
par suite, G(XND")~G(XND") ~ G*(X N D"). Ainsi, comme
les composantes connezes orientées inversées de G sont des modules
de G et G', alors en utilisant le Fait 29, on vérifie facilement que
GX)~G (X ).

5 Caractérisation des graphes
(< 11)-demi-reconstructibles.

Comme tout graphe non (< 12)-demi-reconstructible est non (< 11)-demi-
reconstructible, nous caractérisons dans ce paragraphe les graphes qui sont
(< 12)-demi-reconstructibles et non (< 11)-demi-reconstructibles.
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Théoréme 32

Un graphe (< 12)-demi-reconstructible G est non (< 11 )-demi-reconstructible
st et seulement si Cp, ,(G) = 6 et G admet au moins deuz composantes con-
nezes orientées non autoduales qui sont des préchaines tournois.

Notation 33 Soient G = (S, A) un graphe et {a,b,c,d} une partie de S
telle que: a # b et ¢ # d. On note (a,b) ~ (¢,d), st la bijection f de
{a,b} sur {c,d} définie par: f(a) =c et f(b) = d est un isomorphisme de
G({a,b}) sur G({c,d}).

A laide du Lemme 5 et de la Proposition 13, on obtient:

Proposition 34 Soient un entier d > 5, G = (S,A) et G = (S, A") deuz
graphes infinis (< d)-hémimorphes et C une classe de l’équivalence D¢ .

1. SiC est diﬁérente, de sa composante conneze orientée, alors C est un
module de G et G et G(C) et G (C) sont (< d — 1)-hypomorphes.

2. Si Iy est une partie finie de C telle que | Iy | = Cr.o(G) et G(lp) est
non autodual, alors G' (Ip) =~ G*(Io).

3. Si Iy est une partie finie de S telle que | In | = Cn.o(G), G(Ip) est
non autodual et G(Ip) =~ G (Ip), alors:
(i) C est un module de G et G .
(i2) Si en plus, G(Iy) est un drapeau et C N Iy # D, alors G(C) et
G'(C) sont (< d — 2)-hypomorphes.
(iii) G(C) et G’ (C) sont (< maz (Cn.o(G)-1, d - Cp.o(G)))-hypomorphes.

Preuve.
1) Supposons que C est différente de sa composante connexe orientée.

Etape 1. Montrons que C est un module de G et G'.

Pour ce faire, considérons z,y € C tels que z # y et z € S— C et montrons
que (2,z) ~ (z,y). Comme C est différente de sa composante connexe
orientée, alors il existe a € C et b € § — C tels que la paire {a,b} est une
aréte orientée. A l'aide du Lemme 5, on peut trouver une partie finie X
de C telle que {z,y,a} C X et X est une classe de Dgx) g (x)- (5i C est
finie, on peut prendre X = C). Soit Y = X U {z,b}. Il est clair que X
est une classe de Dy ¢/ (y), différente de sa composante connexe orientée
par rapport au sous-graphe G(Y). Ainsi, d’aprés la Proposition 13, X est
un module de G(Y) et G'(Y) et en particulier (z,z) ~ (2,y).
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Etape 2. Montrons G(C) et G'(C) sont (< d — 1)-hypomorphes.

Soient a € S — C tel que a — C ou C — a et X une partie de C
4 au plus d — 1 éléments. Montrons que G(X) ~ G'(X). A l'aide du
Lemme 5, considérons une partie finie Z de C telle que X C Z et Z est
une classe de Dg 7 g'(z)- (Si C est finie, on peut prendre Z = C). Soit
Y = Z U {a}. Il est clair que Z est une classe de Dg(y,) ¢’ (y) différente de
sa composante connexe orientée par rapport au sous-graphe G(Y). Ainsi,
d’aprés la Proposition 13, G(Z) et G'(Z) sont (< d — 1)-hypomorphes et
par suite, G(X) ~ G (X).

2) Soit Iy une partie finie de C telle que | Iy |= Crn.o(G) et G(Ip) est
non autodual.

Si C est une classe finie, le résultat découle de la Proposition 13 appliquée
aux sous-graphes G(C) et G'(C). Supposons donc que la classe C est in-
finie. D’aprés le Lemme 5, il existe une partie finie Y de C contenant Iy
telle que Y est une classe de Dgy) ¢’ (v)- En appliquant la Proposition 13

aux sous-graphes G(Y) et G'(Y), on obtient le résultat.

3) D’aprés (1), on peut supposer que C est égale & sa composante con-
nexe orientée.

() Supposons que G(lo) =~ G'(Ip) et montrons que C est un module de G
et G.

Pour ce faire, considérons z,y € C tels que z # y et z € S — C et montrons
que (z,z) ~ (2,9). A 'aide du Lemme 5, on peut trouver une partie finie X
de C contenant {z,y} U (IoNC) telle que X est une classe de Dg(x) ¢'(x)-
Soit Y = X U {2} U Jo. Il est clair que X est une classe de Dg(y) ¢’ (v)-
Comme en plus, G(Iy) ~ G (Ip), alors d’aprés la Proposition 13 appliquée
aux sous-graphes G(Y) et G (Y), X est un module de G(Y) et G (Y) et
en particulier, (z,2) ~ (2,y).

(ii) Supposons que G(lp) ~ G’ (Ip), G(Ip) est un drapeau et CN Iy # @ et
montrons que G(C) et G (C) sont (< d — 2)-hypomorphes.

Comme d’aprés (i) C est un module de G et G, alors C N Iy = {a} on
a est le sommet du drapeau adjacent aux deux arétes neutres. Soit X une
partie de C & au plus d — 2 éléments. A l'aide du Lemme 5, considérons
une partie finie Z de C telle que X U {a} C Z telle que Z est une classe
de Dgz),6'(zy- Soit Y = Z2U (I - {a}). 1l est clair que Z est une classe
de Dg(yy g’ (v)- Comme en plus, G(lo) = G'(Ip), G(Ip) est un drapeau
et ZN Ig # O, alors d’aprés la Proposition 13 appliquée aux sous-graphes
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G(Y) et G (Y), G(Z) et G'(Z) sont (< d — 2)-hypomorphes et par suite,
G(X) ~ G (X).

(iii) Supposons que G(Ip) =~ G’ (Iy) et montrons que G(C) et G’ (C) sont
(£ Maz(Cn.o(G) — 1,d — Cr.o(G)))-hypomorphes.

Considérons une partie X de C & au plus maz(Cy. o(G) = 1,d — Cro(G))
éléments et montrons que G(X) ~ G (X). A laide du Lemme 5, on peut
trouver une partie finie Z de C contenant X U (C N Ip) telle que Z est
une classe de Dz g(z)- Soit Y = ZU . 1l est clair que Z est une

classe de Dgyy ¢ (y)- Comme en plus, G(Ip) ~ G (Io), alors d’apres la

Propositiog 13, appliquée aux sous-graphes G(Y') et G'(Y), on voit que
G(X) ~G (X). O

Lemme 35 Soient G = (S, A) et G' = (S, A’) deuz graphes infinis (< 5)-
hémimorphes. Si chacune des équivalences Dy o et Dg. o admet une
seule classe, alors G est une chaine.

Preuve. Comme D o et Dg. o+ admet chacune une classe, alors d’aprés
la Proposmon 34, G n’admet aucun sous-graphe non autodual fini et par
suite, G, G et G* sont deux 3 deux (< 5)-hypomorphes. Par ailleurs, le
Lemme 8 implique que G n’abrite aucune 3-consécutivité. Ainsi, d’aprés
le Lemme 11, G est un tournoi. Comme, en plus d’aprés le Lemme 8, G

n’abrite pas de 3-cycle, alors GG est une chaine.
a

La preuve du Théoréme 32 utilise en outre les quatre lemmes qui suivent
ol G = (8, A) est un graphe (< 12)-demi-reconstructible.

Lemme 36 Sozent G’ un graphe (< 7)-hémimorphe ¢ G et M un mod-
ule de G et G'. Si Cn.o(G) = 4, alors I'équivalence Deay,c'¢ M) n’admet
aucune classe infinie différente de sa composante conneze orientée.

Preuve. Supposons par 'absurde, que I’équivalence DG( M),G' (M) admet
une classe infinie Cj différente de sa composante connexe orientée. D’apres
la Proposition 34, Cp est un module de G(M) et G’ (M) et G(Co) et G'(Co)
sont (< 6)-hypomorphes. Supposons que G(Cp) contient une aréte neutre
{a,b}. Comme Cj est un module de G(M), alors il existe c € M — Cy, tel
que ¢ — Cy ou ¢ «— Cp. Dongc, il est clair que le sous-graphe G({q, b, c})
est non autodual; ce qui contredit le fait que C, o(G) > 4. D’ol, G(Cp)
est un tournoi. Ainsi, d’aprés le Lemme 9, G(Cg) est un ordre total ou un
presque ordre total tournoi. Do, Cy admet un module chaine infinie M.
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Par ailleurs, comme Cp est un module de G(M) et M est un module de
G et G, alors M) est un module de G; ce qui contredit le fait que G est
(£ 12)-demi-reconstructible. O

Lemme 37 Soit D une composante connexe orientée de G. Si Q" est un
graphe (< 7)-hémimorphe a G et i C.o(G) 2 4, alors G(D) et G (D) sont
hémimorphes.

Preuve. Si la composante connexe orientée D est finie, alors le Lemme
14 permet de conclure. Sinon, il est clair que D est une classe de D¢ g-.
Comme C, 4(G) > 4, alors G et G* sont (< 3)-hypomorphes et par suite
d’aprés le Lemme 8, D est un module de G. Gréce 4 la (< 2)-hémimorphie,
D est aussi une composante connexe orientée de G . Ainsi, D est un module
de G'. Puisque G n’admet aucun module de type chaine infinie, alors
d’aprés le Lemme 35, I'une au moins des deux équivalences: D¢ py ¢’ (p)
et Dg.(p),c’(p)» @2dmet au moins deux classes. Quitte & échanger G(D) et
G*(D), on peut supposer que Dg p) g'(p) admet au moins deux classes.
Comme toute classe de DG( D).¢" (D) st différente de sa composante connexe
orientée, alors d’aprés le Lemme 36, toutes les classes de DG( D),c' (D) Sont
finies. De plus, la Proposition 34 implique que pour toute classe C de
De¢(py,c’(py> les sous-graphes G(C) et G'(C) sont (< 6)-hypomorphes. Par
conséquent, d’aprés le Théoreme 1, G(C) ~ G'(C) et il en découle d’apres
le Lemme 8 que G(D) ~ G'(D). 0

Lemme 38 S’il eriste un entier d > 6 tel que G est non (< d)-demi-
reconstruct-ible, alors C, o(G) < 6.

Preuve. Supposons qu'il existe un entier d > 6 tel que G est non (< d)-
demi-reconstructible. Notons d’abord, que puisque G est (< 12)-demi-
reconstructible, alors 6 < d < 11. Supposons maintenant que Cp 4(G) > 7
et considérons un graphe G qui est (< d)-hémimorphe & G mais ne lui est
pas hémimorphe. Comme G n’admet aucun sous-graphe non autodual de
cardinal inférieur ou égal 4 6, alors G est (£ 6)-hypomorphe & G. Ainsi,
d’apres le Lemme 20, G vérifie la condition Cinfini; ce qui contredit le fait
que G est un graphe (< 12)-demi-reconstructible. O

Lemme 39 Soient un entierd > 7 et G un graphe (< d)-hémimorphe 4 G.
8i Cn.o(G) = 6 et G admet au plus une composante connere orientée non
autoduale qui est une préchaine tournoi, alors G et G sont hémimorphes.

Preuve. Comme C, ,(G) = 6, alors G, G et G* sont deux & deux (£
5)-hypomorphes. En plus, toute composante connexe orientée X de G
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est un module de G et G' et d’aprés le Lemme 37, G(X) ~ G'(X) ou
G*(X) ~ G'(X). Ainsi, si toutes les composantes connexes orientées de G
sont autoduales, alors G ~ G ~G*. Supposons dans la suite que G admet
une composante connexe orientée non autoduale D. Comme G est (< 12)-
demi-reconstructible, G et G* sont (< 5)-hypomorphes et D est une classe
de Péquivalence Dg -, alors d’aprés le Lemme 10, D est une consécutivité
infinie & une seule extrémité ou une préchaine tournoi. Si G admet au
moins deux composantes connexes orientées non autoduales. Dans ce cas,
tenant compte de ’hypothése du présent lemme et du fait que G est (< 12)-
demi-reconstructible, on voit que G admet exactement deux composantes
connexes orientées non autoduales: une, soit D;, de type consécutivité
infinie & une seule extrémité et une, soit D;, de type préchaine tournoi.
De plus, d’apres le Théoréme 18, il existe un isomorphisme g de Gp, sur
(Gp,)* tel que g(D;) = D,. Dong, il est clair que g(D2) = Dg; ce qui
est absurde car D, est non autoduale. Ainsi, D est I'unique composante
connexe orientée non autoduale de G. D’od, G >~ G si G(D) ~ G (D), et
G* ~ G si G*(D) ~ G'(D). 0

Preuve du Théoréme 32.

La condition suffisante découle directement de la Proposition 26. Pour la
condition nécessaire, soient G un graphe (< 12)-demi-reconstructible et non
(< 11)-demi-reconstructible et G’ un graphe (< 11)-hémimorphe & G qui ne
lui est pas hémimorphe. D’aprés le Lemme 38 |, C,, o(G) < 6. Considérons
alors un sous-graphe non autodual fini G(lp) tel que | Iy |= Cp.o(G).
Quitte & échanger G et G* on peut supposer que G([p) ~ G"(Io). D’apres
les Propositions 13 et 34, I'équivalence D¢, o admet donc au moins deux
classes.

Supposons par l'absurde que C,o(G) € {3,4,5}. D’aprés les Proposi-
tions 13 et 34, toute classe C de Dg o est un module de G et G tel
que G(C) et G'(C) sont (< 6)-hypomorphes et par suite, G et G sont
(£ 6)-hypomorphes. Comme G n’est pas hémimorphe & G, alors d’aprés le
Théoréme 1, G est un graphe infini. Ainsi, d’aprés le Lemme 20, G vérifie
la condition Cinfini; ce qui contredit le fait que G est un graphe (< 12)-
demi-reconstructible. Ainsi, C, (G) = 6 et donc on conclut par le Lemme
39.

215



6 Caractérisation des graphes
(< 10)-demi-reconstructibles.

Comme tout graphe non (< 11)-demi-reconstructible est non (< 10)-demi-
reconstructible, nous caractérisons dans ce paragraphe les graphes qui sont
(< 11)-demi-reconstructibles et non (< 10)-demi-reconstructibles.

Théoréme 40 Un graphe (< 11)-demi-reconstructible G est non (< 10)-
demi-reconstructible si et seulement si l'une des situations suivantes est
satisfaite.

1. Ch.o(G) = 5 et G admet au moins deur composantes connezxes ori-
entées non autoduales qui sont des préchaines tournois.

2. Cp.o(G) = 5, parmi les composantes connezres orientées non autod-
uales de G une seule, notée D1, est une préchaine tournoi et il n’existe
pas d’ isomorphisme g de Gp, sur (Gp,)* tel que g(D,) = D.

La preuve de ce théoréme utilise en outre les trois lemmes suivants ol
G = (S, A) est un graphe (< 11)-demi-reconstructible.

Lemme 41 Soient un entier d > 7 et G un graphe (< d)-hémimorphe &
G. 8iCn.a(G) = 3 et Dg o admet une classe C non autoduale différente
de sa composante conneze orientée, alors C est de type consécutivité infinie
a une seule extrémité. En plus elle est unique et il existe un isomorphisme
g de Gg sur (Ge)* tel que g(C) =C.

Preuve. Soit C une classe non autoduale de Dg o qui est différente de
sa composante connexe orientée. D’apres les Propositions 13 et 34, G(C)
et G'(C) sont (< 6)-hypomorphes et par suite, d’aprés le Lemme 10, C est
de type consécutivité infinie & une seule extrémité. Comme C est différente
de sa composante connexe orientée, alors d’aprés la Propositions 34, C est
un module de G et G'. Ainsi, d’apres le Théoreme 18, C est unique et il
existe un isomorphisme g de G¢ sur (G¢)* tel que g(C) = C. a

Lemme 42 Soient un entier d € {7,8} et G’ un graphe (< d)-hémimorphe
a G et G(Ip) un sous-graphe non autodual de G tel que | Iy |=Cn.o(G) =3
et G(Iy) ~ G'(Iy) et C une classe non autoduale de Dg g qui est une
composante connere orientée.

i) Sid="7 (resp. d =8) et C contient un sommet d’un drapeau, alors C
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est de type consécutivité infinie ¢ une seule extrémité ou de type préchaine
tournoi (resp. C est de type consécutivité infinie ¢ une seule extrémité).
i) Sid =7 (resp. d = 8) et C est disjointe de tout drapeau, alors C
est de type consécutivité infinie ¢ une seule extrémité ou de type préchaine
(resp. C est de type consécutivité infinie ¢ une seule extrémité ou de type
préchaine tournoi).

Preuve.

i) Sid = 7 (resp. d = 8) et C contient un sommet d’un drapeau. Notons
I, 'ensemble de sommets d'un tel drapeau. Comme G(I) =~ G (Io), alors
les Propositions 13 et 34 impliquent que toute classe X de Dg o est un
module de G et G et G(X) et G'(X) sont (< 4)-hypomorphes (resp. (< 5)-
hypomorphes). Ainsi, il est clair en utilisant le Lemme 10 que I; € C.
Comme en plus G(I;) est indécomposable, alors pour toute classe X de
Dg ey | 1N X |< 1 et par suite, G(I1) ~ '(Il) Par conséquent, d’aprés
les Propositions 13 et 34, on a G(C) et G'(C) sont (< 5)-hypomorphes
(resp. G(C) et G'(C) sont (< 6)- hypomorphes) Ainsi, d’aprés le Lemme
10, C est de type consécutivité infinie & une seule extrémité ou de type
préchaine tournoi (resp. C est de type consécutivité infinic & une seule
extrémité).

ii) Si d = 7 (resp. d = 8) et C est disjointe de tout drapeau. Comme
G(Io) ~ G'(Ip), alors d’apres les Proposmons 13 et 34, G(C) et G'(C)
sont (< 4)-hypomorphes (resp. G(C) et G (C) sont (< 5)-hypomorphes).
Ainsi, d’aprés le Lemme 10, C est de type consécutivité infinie & une seule
extrémité ou de type préchaine (resp. C est de type consécutivité infinie a
une seule extrémité ou de type préchaine tournoi). O

Lemme 43 Soient d € {7,8,9,10}, G' un graphe (< d)-hémimorphe a
G et G(Io) un sous-graphe non autodual de G tel que | Io |= Cr.a(G) et
G(Io) ~ G (Iy). Dans chacune des situations suivantes, G est hémimorphe
éG.

i) (d,Cn.a(G)) = (7,3) et G admet au plus une composante conneze orientée
non autoduale D qui est un module de type préchaine tournoi ou préchaine
non tournoi disjointe de tout drapeau. En plus, lorsqu’une telle composante
D eziste, il existe un isomorphisme g de Gp sur (Gp)* tel que g(D) =

ii) (d,Cn.a(G)) = (8,3) et G admet au plus une composante conneze ori-
entée non autoduale D qui est une préchaine tournoi disjointe de tout dra-
peau. En plus, lorsqu’une telle composante D existe, il existe un isomor-
phisme g de Gp sur (Gp)* tel que g(D) =

1it) (d,Cn.a(G)) = (8,4) et G admet au plus une composante connexe ori-
entée non autoduale D qui est une préchaine. En plus, lorsqu’une telle
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composante D existe, il eriste un isomorphisme g de Gp sur (Gp)* tel que
9(D)=D.

) (d,Crn.a(G)) € {(9,4),(10,5)} et G admet au plus une composante con-
neze orientée non autoduale D qui est une préchaine tournoi. En plus,
lorsqu’une telle composante D eziste, il eziste un isomorphisme g de Gp

sur (Gp)* tel que g(D) =

Preuve. Dans chacune des situations i), ii), iii) et iv), comme G(lo) =~
G'(Ip), alors d’aprés les Propositions 13 et 34 et le Théoréme 18, D¢ ¢
admet au moins deux classes et pour toute classe C de Dy &, C est un

module de G (et G ) n’admettant aucun module de type chaine infinie et
G(C) et G (C) sont (< 4)-hypomorphes. Supposons d’abord que toutes
les classes de D o sont autoduales. D’aprés le Lemme 9, pour chaque
classe C de Dg v, G*(C) =~ G'(C) et donc G(C) ~ G'(C). Ainsi, d’aprés
le Lemme 8, G ~ G'. Dans toute la suite nous supposons donc que
équivalence D¢ o+ admet (au moins) une classe non autoduale. La de-
scription d’ une telle classe C est donnée par les Lemmes 41 et 42 pour
Cna(G) = 3. Si (d,Cn.a(G)) = (8,4), comme G(C) et G (C) sont (< 4)-
hypomorphes alors d’aprés le Lemme 10, C est de type consécutivité infinie
4 une seule extrémité ou de type préchaine. Finalement pour (d, Cn «(G)) €
{(9,4), (10, 5)}, les Propositions 13 et 34 impliquent que G(C) et G (C) sont
(< 5)-hypomorphes. D’ol1 d’aprés Lemme 10, C est de type consécutivité
infinie & une seule extrémité, ou de type préchaine tournoi.

Les deux faits suivants achévent la preuve.

Fait 44 Dans chacune des situations i), i), iii) et iv), l’équivalence D¢ ¢
admet une unique classe non autoduale.

En effet,

Supposons dans un premier temps qu’on est dans la situation ¢)(resp 1))
et qu'il eriste une classe non autoduale C; de DG ¢’ qui est différente de
sa composante connexe orientée (resp. qui est dzﬂ”erente de sa composante
conneze orientée ou qui est une composante connexe orientée contenant
un sommet d’un drapeau). D’aprés le Lemme 41 (resp. les Lemmes 41 et
42 et le Théoréme 18), C) est unique, de type consécutivité infinie d une
seule extrémité et il eriste un isomorphisme g de G¢, sur (Gc,)* tel que
91(C1) = Cy. Ainsi, si de plus, il existe une classe non autoduale C de
Dg ¢ qui est une composante conneze orientée de G (resp. qui est une
composante conneze orientée de G disjointe de tout drapeau), alors d’aprés
le Lemme 42 et hypothése, Cs est unique et elle satisfait la situation i)
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(resp. #)). Par ailleurs, comme ¢g1(C) = C), alors la composante con-
neze orientée X,, du graphe G¢,, contenant le sommet C) est fize par g;.
Comme en plus Cy est l'unique composante conneze orientée non autoduale
du graphe G¢, qui est distincte de X,, qui satisfait la situation i) (resp.
i1)), alors g1(C2) = Ca; ce qui contredit le fait que Cy est non autoduale.
Ainsi Cy est l'unique classe non autoduale de D¢ .

Supposons dans un deuziéme temps qu’on est dans les situations i) et iv)
et qu’il existe une classe non autoduale C1 de Dy o qui est différente de
sa composante conneze orientée. Alors d’aprés les Propositions 13 et 34,
G(Cy) et G'(C,) sont (< 6)-hypomorphes et par suite, d’aprés Théoréme
1, C, est infinie; ce qui contredit le Lemme 36.

Dans toute la suite, nous supposons donc qu’on est dans l'une des sit-
uations i), i) et i) (rep. dans la situation i) et que toute classe non
autoduale de D, o est une composante conneze orientée de G (resp. com-
posante conneze orientée de G disjointe de tout drapeau).

Supposons par 'absurde que Dy o admet au moins deuz classes non auto-
duales.

En utilisant pour les situation iii) et i) la description da la classe non
autoduale donnée dans le début de la présente preuve, le Lemme 42 pour la
situation i), ’hypothése et le Théoréme 18 (resp. le Lemme 42, ’hypothése
et le Théoréme 18), on déduit facilement que dans chague situation l) €
{2),4it),%v)} (resp. dans la situation 1)) G admet ezactement deuz classes
non autoduales, C; et Co et en plus, Cy est la seule composante connexe
orientée non autoduale de G (resp. composante connezxe orientée non au-
toduale de G disjointe de tout drapeauv) de type consécutivité infinie @ une
seule extrémité et Co est la seule composante connexe orientée non au-
toduale de G (resp. composante connere orientée non autoduale de G
disjointe de tout drapeau) qui satisfait la situation l) (resp. ii)) et, pour
tout k € {1,2}, il existe un isomorphisme g, de Gg, sur (Gc¢,)" tel que
9k(Cx) = Ci. Comme en plus, pour chaque l € {1),4i1),iv)} (resp. dans la
situation ii)) Cy est l'unique composante conneze orientée non autoduale
(resp. composante conneze orientée non autoduale disjointe de tout dra-
peav), du graphe Gc,, qui est distincte de C, et qui satisfait la situation
) (resp. ii)), alors g1(Co) = Ca; ce qui contredit le fait que Cp est non
autoduale.

Fait 45 Dans chacune des situations i), i), iii) et iv), les graphes G et el
sont hémimorphes.

En effet,

D’apres le Fait 44, dans chacune des situations i), ii), iii) et ), Dg o
admet une unique classe non autoduale Co. En plus, d’aprés Uhypotheése

219



et le Théoréme 18 il eriste un isomorphisme g de Gg, sur (Gg,)* tel que
g9(Co) = Cy. Par ailleurs, comme pour toute classe C de Dg ¢, distincte
de Cp, G'(C) =~ G(C), alors il eziste un isomorphisme f de G’Co sur Gg,
tel que f(Co) = Cy. Il en découle Uezistence d'un isomorphisme h de G'C0
sur (Ge,)* tel que h(Co) = Co. Comme en plus, G'(Co) = G*(Co), alors
G ~ G

Preuve du Théoréme 40.

La condition suffisante découle directement de la Proposition 26. Pour la
condition nécessaire, soient G un graphe (£ 11)-demi-reconstructible et non
(£ 10)-demi-reconstructible et G’ un graphe (£ 10)-hémimorphe & G qui ne
lui est pas hémimorphe. D’aprés le Lemme 38, C,, ,(G) < 6. Considérons
alors un sous-graphe non autodual fini G(Ip) tel que| Ip |— n.a(G). Quitte
& échanger G et G* on peut supposer que G(Ip) ~ G'(Ip). D’apres les
Propositions 13 et 34, D 5 admet au moins deux classes.

o Si Cn.o(G) € {3,4}. D’aprés les Propositions 13 et 34, toute classe
C de Dg ¢ est un module de G et G’ tel que G(C) et G'(C) sont
(< 6)-hypomorphes. Comme G n’est pas hémimorphe & G, alors
G est un graphe infini. Ainsi, d’aprés le Lemme 20, G vérifie la
condition Cinfini; ce qui contredit le fait que G est un graphe (< 12)-
demi-reconstructible.

o Si Cp.a(G) =5. On conclut par le Lemme 43.

¢ Si Cho(G) = 6. Comme G est (< 11)-demi-reconstructible, alors
d’apreés le Théoréme 32, le graphe G admet au plus une composante
connexe orientée non autoduale qui est une préchaine tournoi. D’aprés
le Lemme 39, les graphes G et G' sont hémimorphes; ce qui est ab-
surde.

7 Caractérisation des graphes
(< 9)-demi-reconstructibles.

Comme tout graphe non (< 10)-demi-reconstructible est non (< 9)-demi-
reconstructible, nous caractérisons dans ce paragraphe les graphes qui sont
(< 10)-demi-reconstructibles et non (< 9)-demi-reconstructibles.
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Théoréme 46

Un graphe (< 10)-demi-reconstructible G est non (< 9)-demi-reconstructible
st et seulement si l'une des situations suivantes est satisfaite.

1. Cno(G) = 4 et G admet au moins deur composantes connezes ori-
entées non autoduales qui sont des préchaines tournois.

2. Cpn.o(G) = 4, parmi les composantes connezes orientées non autod-
uales de G une seule, notée Dy, est une préchaine tournoi et il n’eziste
pas d’ isomorphisme g de Gp, sur (Gp,)* tel que g(D,) = D1.

3. Cna(G) = 5 et G admet au moins deuz composantes connezes ori-
entées non autoduales qui sont des préchaines.

La preuve de ce théoréme utilise en outre le lemme suivant ot G est un
graphe (< 10)-demi-reconstructible.

Lemme 47 Soient d € {7,8,9} et G un graphe (< d)-hémimorphe d G.
SiCn.o(G) =5 et G admet au plus une composante conneze orientée non
autoduale qui est une préchaine, alors G ~GouG ~G*.

Preuve. Comme C,, (G) = 5, alors G, G’ et G* sont deux & deux (£ 9)-
hypomorphes. En plus toute composante connexe orientée X de G est un
module de G et G et d’aprés le Lemme 37, G(X) ~ G'(X) ou G*(X) ~

G'(X). Si toutes les composantes connexes orientées de G sont autoduales,
alors G ~ G’ ~ G*. Sinon, soit D une composante connexe orientée non
autoduale de G. Comme G et G* sont (< 4)-hypomorphes et D est une
classe de I’équivalence D¢ g-, alors d’aprés le Lemme 10, D est de type
consécutivité infinie & une seule extrémité ou une préchaine. Comme G
admet au plus une composante connexe orientée non autoduale qui est une
préchaine, alors en utilisant le Théoréme 18 on peut voir, comme dans
la preuve du Lemme 39, que D est la seule composante connexe orientée
non autoduale de G. Ainsi, G = G si G(D) ~ G'(D), et G* ~ G si
G*(D) ~ G (D). O

Preuve du Théoréme 46.

La condition suffisante découle directement de la Proposition 26. Pour la
condition nécessaire, soient G un graphe (< 10)-demi-reconstructible et non
(< 9)-demi-reconstructible et G un graphe (< 9)-hémimorphe & G qui ne
lui pas hémimorphe. D’aprés le Lemme 38, C,, o(G) < 6. Considérons alors
un sous-graphe non autodual fini G(Ip) tel que | I |— Cn.o(G). Quitte
& échanger G et G* on peut supposer que G(Iy) ~ G (Ip). D’aprés les
Propositions 13 et 34, D o+ admet au moins deux classes.
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Si Cp.o(G) = 3. D’aprés les PrO}?ositions 13 et 34, toute classe C de
Dg ¢ est un module de G et G tel que G(C) et G (C) sont (< 6)-

hypomorphes. Comme G’ n’est pas hémimorphe & G, alors G est
un graphe infini. Ainsi, d’aprés le Lemme 20, G vérifie la condition
Cingini; ce qui contredit le fait que G est (< 12)-demi-reconstructible.

Si Cp.a(G) = 4. On conclut par le Lemme 43.
Si Cp.a(G) = 5. On conclut par le Lemme 47.

Si Cp.a(G) = 6. Comme G est (£ 11)-demi-reconstructible, alors G
admet au plus une composante connexe orientée non autoduale qui
est une préchaine tournoi. D’aprés Lemme 39, les grpahes G et G’
sont hémimorphes; ce qui est absurde.

Caractérisation des graphes
(< 8)-demi-reconstructibles.

Comme tout graphe non (< 9)-demi-reconstructible est non (< 8)-demi-
reconstructible, nous caractérisons dans ce paragraphe les graphes qui sont
(£ 9)-demi-reconstructibles et non (< 8)-demi-reconstructibles.

Théoréme 48

Un graphe (< 9)-demi-reconstructible G est non (< 8)-demi-reconstructible
si et seulement si l'une des situations suivantes est satisfaite.

1.

Cn.a(G) = 3 et G admet au moins deuxr composantes connezes ori-
entées non autoduales qui sont des préchaines tournois disjointes de
tout drapeau.

. Cn.o(G) = 3, parmi les composantes connezes orientées non autod-

uales de G une seule, notée D,, est une préchaine tournoi disjointe
de tout drapeau et il n’eziste pas d’ isomorphisme g de Gp, sur (Gp,)*
tel que g(Dy) = Dy.

. Cn.a(G) = 4 et G admet au moins deuz composantes connexes ori-

entées non autoduales qui sont des préchaines.

. Cn.a(G) = 4, parmi les composantes connezes orientées non autod-

uales de G une seule, notée Dy, est une préchaine et il n’eriste pas
d’ isomorphisme g de Gp, sur (Gp,)* tel que g(D;) = D;.
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Preuve du Théoréme 48.

La condition suffisante découle directement de la Proposition 26. Pour la
condition nécessaire, soient G un graphe (< 9)-demi-reconstructible et non
(< 8)-demi-reconstructible et G’ un graphe (< 8)-hémimorphe & G qui ne
lui pas hémimorphe. D’aprés le Lemme 38, C,, .(G) < 6. Considérons alors
un sous-graphe non autodual fini G(Ip) tel que | Iy |= Cr.o(G). Quitte
a échanger G et G* on peut supposer que G(Ip) =~ G (Iy). D’aprés les
Propositions 13 et 34, D¢ o+ admet au moins deux classes.

¢ SiCp.o{(G) € {3,4}. On conclut par le Lemme 43.

e SiCho(G) = 5. Comme G est (£ 9)-demi-reconstructible, alors G
admet au plus une composante connexe orientée non autoduale qui
est une préchaine. D’apreés le Lemme 47, G et G sont hémimorphes;
ce qui est absurde.

¢ Si Cho(G) = 6. Comme G est (< 11)-demi-reconstructible, alors
G admet au plus une composante connexe orientée non autoduale
qui est une préchaine tournoi. D’aprés le Lemme 39, G et G sont
hémimorphes; ce qui est absurde.

9 Caractérisation des graphes
(< 7)-demi-reconstructibles.

Comme tout graphe non (< 8)-demi-reconstructible est non (< 7)-demi-
reconstructible, nous caractérisons dans ce paragraphe les graphes qui sont
(£ 8)-demi-reconstructibles et non (< 7)-demi-reconstructibles.

Théoréme 49

Un graphe (< 8)-demi-reconstructible G est non (< 7)-demi-reconstructible
st et seulement si l'une des situations suivantes est satisfaite.

1. C,.4(G) = 3 et G admet au moins deuzr composantes connezes ori-
entées non autoduales dont chacune est un module de type préchaine
tournoi ou une préchaine non tournoi disjointe de tout drapeau.

2. Cn.o(G) = 3, parmi les composantes connexes orientées non auto-
duales de G une seule, notée Dy, est un module de type préchaine
tournoi ou une préchaine non tournoi disjointe de tout drapeau et il
n'eziste pas d’ isomorphisme g de Gp, sur (Gp,)* tel que g(D1) =
D,.
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3. Cr.o(G@) = 4 et G admet au moins deur composantes connezes ori-
entées non autoduales.

La preuve de ce théoreme utilise en outre le résultat suivant ou G est
un graphe (< 8)-demi-reconstructible.

Lemme 50 Soient G un graphe (< 7)-hémimorphe & G et Cp.o(G) = 4.
Si G admet au plus une composante conneze orientée non autoduale, alors

G~G ouG*~G.

Preuve. Comme C,, .(G) = 4, alors G, G’ et G* sont deux & deux (< 3)-
hypomorphes et par sunte toute composa.nte connexe orientée D de G est
un module de G et G'. D’autre part, d’aprés le Lemme 37, G(D) ~ G'(D)
ou G*(D) ~ G'(D). Si toutes les composantes connexes orientées de G
sont autoduales, alors G ~ G ~ G*. Supposons donc que G admet une
unique composante connexe onentee D, non autoduale. Ainsi, G ~ G’ si
G(Dy) ~ G (Dy), et G* = G si G*(D,) ~ G'(Dy).
O

Preuve du Théoréme 49.

La condition suffisante découle directement de la Proposition 26. Pour la
condition nécessaire, soient G un graphe (£ 8)-demi-reconstructible et non
(< 7)-demi-reconstructible et G' un graphe (< 7)-hémimorphe & G qui ne
lui pas hémimorphe. D’aprés le Lemme 38, C,, o(G) < 6. Considérons alors
un sous-graphe non autodual fini G(I;) tel que | I |— Cn.o(G). Quitte
a échanger G et G* on peut supposer que G(Iy) ~ G (Iy). D’apres les
Propositions 13 et 34, Dy ;- admet au moins deux classes.

e Si Cp.o(G) = 3. On conclut par le Lemme 43.
e Si Cp.o(G) = 4. On conclut par le Lemme 50.

o Si Cpo(G) = 5. Comme G est (< 9)-demi-reconstructible, alors G
admet au plus une composante connexe orientée non autoduale qui
est une préchaine. D’aprés le Lemme 47, G et G sont hémimorphes;
ce qui est absurde.

e Si Cpho(G) = 6. Comme G est (< 11)-demi-reconstructible, alors
G admet au plus une composante connexe orientée non a.utoduale
qui est une préchaine tournoi. D’aprés le Lemme 39, G et G sont
hémimorphes; ce qui est absurde.
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